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分块矩阵特征值的圆盘估计

梁景伟

(中国石油大学数理系，北京102249)

摘要：在考虑非正规性因素影响下，对分块矩阵给出了复方阵特征值的整体圆盘估计，即给出复方阵的特征值相对

于对角元素算术平均值的偏离程度的估计。
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A disc estimation for eigenvalues of a block matrix

LIANG Jing—wei

(Department of Mathematics and Physics in China University of Petroleum，BeOing 102249，China)

Abstract：Considering abnormal factors，a disc estimation for all eigenvalues of a block matrix was obtained，i．e．，an esti—

marion of deviation for any eigenvalue of a block matrix to arithmetic mean of its diagnoal elements was given．

Key words：block matrix；eigenvalue；disc estimation

1问题的提出

本文中c叫”表示所有”阶复方阵组成的集合，

如果M∈c似”，则trM，rankM以及0M怯分别表

示M的迹、秩和Frobinius范数。如果MM+=

M。M，则称M为正规矩阵，其中M”为M的共轭

转置矩阵。

在特征值估计理论中，最著名的是Gerschgorin

圆盘定理，该定理实际上给出了矩阵特征值偏离对

角元素的一个良好又实用的估计，同时也有许多文

献和著作对该定理给予了补充和改进Ll J。除此之

外，1994年古以熹[2 J给出了任意复方阵的任一特征

值相对于所有特征值的算术平均或相对于它的对角

元素的算术平均的偏离估计。但是，他的研究结果没

有体现矩阵非正规性对上述偏离估计的影响。笔者

曾考虑非正规性因素影响，给出了更精确的估

计【3j3，本文中则针对分块矩阵给出更好的估计。

2 主要结果

文献[2]中给出了任意复方阵的任一特征值相

对于所有特征值的算术平均或相对与它的对角元素

的算术平均的偏离估计，即对于任一咒阶方阵M∈

c碳”的所有特征值都位于如下单一圆盘中：

。：㈦z一半l≤"户i}．㈩
式(1)的圆盘估计主要依赖于Schur不等式

∑h 2≤IlM峰，其中A1，A2，L，A。为M的特征

值，∑f～I 2的上界估计越小，则圆盘的半径也越

小，文献[4]针对分块矩阵给出了一个半径更小的

估计。

引理1[4] 如果M∈C袱”，任意给定1≤k≤

TI一1，将M进行如下分块：

翟=[三三]，；gee A∈Ckxk,D∈ch★皿h★，，
B∈C6。(n-k)，C∈c(n-k)×6，令

如=忪峰+ll圳}+2怕||F||C∽ (2)

则有
1

rankM≥÷I trM 2． (3)

定理1 在引理1的条件下，分块矩阵M=
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[cA三]的所有特征值位于如下的圆盘中：D：㈦2一半f≤r=户可W f．
(4)

其中

如=忪峪+旧峰+21l B㈧c∽
证明 设A为M的任一特征值，任取1≤忌≤

卵，则

r A厶一A —B ]
AJ—M=l l，

L —C AL一女一D J。

且有rank(AJ—M)≤72—1，由引理l的结果，将式

(3)中M用AI—M替换，则有

rank(a!一M)≥南l tr(aI—M)I 2·(5)
其中

lk(A)=JI A以一A 1|；+Il AL—t—D I|；+

2旧㈦I c忱 (6)

将式(5)改写，则有

tr(AI—M)l 2≤如(A)rank(AJ—M)．

再由rank(hi—M)≤规一1，可得

|tr(AJ—M)I 2≤(竹一-1)如(A)． (7)

式(7)左边又可表示为

tr(AI—M)l 2=|na—trM 2=

(na—trM)(砝一trM)。=

(n2一trM)(砝一trM。)=

，z2 A 2一n2trM。一赢trM+l trM 2；

式(7)的右边又可表示为

(n一1)如(A)=(咒一1)(『I A厶一A《；+
1|AJ。一女一DI|刍+2||BlklI clIF)=

(以一1)[tr(2Ik—A)(A厶一A)+十

tr(aI．一女一D)(AJ。一^一D)++21l B lIF lI CIIF]=

(押一1)[tr(J A|2厶一AA”一n+AA+)+

tr(1又I 2厶一AA”一心+AA。)+21|B怯I|c怯]=

(规一1)[k A 2一trA“一trA+

||A II斋+(72一忌)l A 2一AtrD。一trD+

Il D峰+2怕㈨c∽．
注意到trM=trA+trD以及trM+=trA++

trD。，式(7)的右边为(咒一1)如(A)=(72—

1)[咒l A 2一AtrM。一trM+如]。于是由式(7)可

得

恕2 A 2一natrM。一咒页trM+I trM 2≤

(咒一1)[咒}A 2一AtrM。一XtrM+如]．

将其化简为

咒|A 2一),trM。一trM≤(72～1)如一I trM 2

进一步化简并配方，则有

A 2一A—tr—M_*一万trM+1-5|trM 2≤
犯 ；r／ ，z

了n-1卜亨1 trM 2，
即

卜半f 2≤字(z。，z 扎 、

对此不等式两边开方，则有

上I t。M 2 1
” 1

卜tr咒M l≤√亭㈠一1咒I t驯2)，
即分块矩阵M=[三三]的所有特征值位于如下
的圆盘中：

D：⋯z一半l≤r=√导卜扎外_f．
比较式(1)与(4)两边的半径，有厂J≤，一。要想

说明r。≤，．，只要证明如≤ff M峰即可。事实上，

1|M||刍=||A II；+0 D|I刍+JJ B J多+

Il C峰=z。+(1I B怯一Il C㈤2．
显然有z女≤Il M峰，且等号成立的充分必要条件为

||B怯=||C怯。此结果说明0 B怯与I|C怯两者的差

值越大，式(4)估计的半径r比式(1)估计的半径r1

越小，这说明本估计更适用于具有强非对称性的矩

阵。另外，还需说明的是，在定理1中，忌的选择可以

是满足1≤k≤翘一1的任意正整数，为此可以适当

选择k，使如为其最小值。令z=rain z女，则有下面
l≤^≤"一t。

的推论：

推论1 在引理1的条件下，分块矩阵M=

一A DB]的所有特征值位于如下的圆盘中：

D：⋯z一半J≤，．=√了n-1(如一音㈨J 2)}．
孥 f8)

3 应用实例

、编写了Matlab程序，对任意输入的矩阵，给出

最好的分块方法以及最小的估计半径并作出直观图

形。设

M=l 9—1 0 2 i 0 4：3 10—2 i 2 0 3

一l：0—1 8 0 2—1 2；2 3 0 19—1 i+1

．8：一3—1 0 0 7—1 19：一1 7 2 3 0 30

—1：1 i+2 2—1 0 2 3 f，
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对不同的分块k=1，2，3，4，5，6分别计算出圆盘半

径为

，．=30．6695，30．568 1，30．5685，30．6565，28．2796，

26．1730，

rl=30．6701，30．6701，30．6701，30．6701，30．6701，

30．6701．

显然在k=6时，式(4)圆盘r最小，而式(1)半径与

愚无关。有关矩阵M的特征值的分布及圆盘估计见

图1。

图1 分块矩阵特征值的圆盘估计
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实现了主客观的统一，且随着样本量的增加，权重能

够动态调整，因而赋权更加科学有效，具有一定的智

能性。
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