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关于亚纯函数的惟一性

吕巍然1，董立华2

(1．中国石油大学数学与计算科学学院，山东东营257061；2．德州学院数学系，山东德州253023)

摘要：应用权分担值的思想，讨论了涉及亚纯函数及其导数具有两个公共值的惟一性问题。得到的结果改进了Fang

M．和Hong W．等人的有关定理。
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Uniqueness of meromorphic functions
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Abstract：The problem of uniqueness for meromorphic functions concerning differential polynomials sharing two values with

some finite weighted was studied using the idea of weight—sharing value．The obtained results extend the theorems of Fang

M．and Hong W．，et ai．
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1问题的提出

本文中使用Nevanlinna值分布理论的标准术

语和记号[1，2]：特征函数T(r，．厂)，均值函数m(r，

厂)，精简计数函数丙(，．，．厂)等。对于复数口，如果亚

纯函数厂和g具有相同的口值点，并且重数也相同

(不计重数)，就称．厂和g分担aCM(IM)。设，为

非常数亚纯函数，用N1)(，．，7三)表示f的单日值
J ¨

点的计数函数，用N(女(r，7量)表示f的重级大于
或者等于k的口值点的精简计数函数，这里志为正

整数。此外，N2(，．，7笔)=N(r，丁乞)+N(2(r，

7量)，s(r，厂)表示任意满足s(，．，f)=o(T(r，
厂))(r—oo，r每E)的量，其中，E为测度有穷的，．

值集。

定理“3]设厂和g为超越整函数，挖≥11为

正整数。若尸(厂一1)厂和g”(g一1)g 7分担1 CM，

则f--g。

自然提出以下问题：保持定理A的结论，分担

1的条件是否可以减弱?笔者的目的就是解决这一

问题。为此，需要引入权分担值的概念L4击j。

定义1设忌为非负整数或无穷大，对于复数

b，用最(b；厂)表示．厂所有b值点的集合，其中，一

个m重b值点在最(b；f)中计min(m，k+1)次。

定义2设k为非负整数或无穷大，如果对于

复数b，有邑(b；厂)=Ek(b；g)，就称厂和g以权是

分担b，记为厂和g分担(b，k)。

显然，厂和g分担b CM当且仅当，和g分担

(b，oo)。

笔者利用Lahiri I．引入的权分担值的思想蚓5，

改进了定理A，得到定理1和2。

定理1设厂和g为判别的非常数亚纯函数，

分担(oo，∞)。如果尸(，一1)厂，g”(g一1)97分担

(1，2)，则
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式中，行≥10为正整数；h为非常数亚纯函数。

定理2设．厂1和g为非常数整函数，7z>j7为正

整数。若尸(厂～1)厂，g”(g一1)g7分担(1，2)，则f

兰g。

2定理的证明

应用文献[5]或[7]中的方法可以证明引理1。

引理1 设F和G是非常数亚纯函数分担

(。。，∞)，(1，2)，则F和G满足下列关系之一：

(i)T(r)≤N2(r，击)+Nz(r，丢)+2Ⅳ(，一，F)+
S(r，F)+S(r，G)，

其中，丁(r)=max{T(r，F)，T(r，G)}；

(ii)FG三1；

(iii)F兰G．

引理2[8] 设厂为亚纯函数，P=a0尸+

a l／”叫+⋯+a。，其中a0≠0，al，⋯，a。为厂的小

函数，则T(，-，P)=nT(r，／’)+S(，一，，)。

由第二基本定理[1，9|，可得

引理3设／’1，^为非常数亚纯函数，Cl，c2，C3

为非零常数。若c1．厂l十C2f2=C3，则

T(r，f1)<N(r，丢)十N(r，丢)+
N(，．，f1)+S(r，f1)．

2．1定理1的证明

令

F=尸。(／’_1)f7，G=g”(g一1)g 7， (2)

及

Fl-^∥2一南尸+l， 。

江走矿+，一点∥t，
@’

由定理的假设条件知F和G分担(∞，(30)和(1，2)，

因此，F和G满足引理1中的3个关系之一。

情形1假若F和G满足引理1中的关系(i)，

由式(2)得

N2(，一，{)+N2(r，吉)≤2N(r，{)+N(r，南)+
№，抄2N(，一，抄m，刍)+N(r，扣4)

根据引理2和第一基本定理及式(3)，得

T(r，F1)=(T／+2)T(r，厂)+S(r，厂)≤

T(r，F)+N(r，古)一N(r，古)+s(，J，厂)≤

丁(，一，F)+N(r，÷)+N(r，_1)一
J一荔干1

N(r，7与)一N(r，≠)+s(r，厂)·
再根据引理1中关系(i)和式(4)，得

(行+2)T(r，厂)≤3N(r，j1)+

N(r，了二五1互)+2N(r，厂)+2N(r，吉)+
o

打+1

N(n寿)+N(r，争)+so。，，)+s(r，g)．
注意到F和G分担(∞，o。)，则

(以一2)T(r，／。)≤7T(，．，g)十S(r，厂)+S(，．，g)．

同理，得

(以一2)T(，．，g)≤7T(r，，)+S(r，厂)+S(r，g)．

因此有

(，2—9)T(r，厂)+(，z一9)T(r，g)≤

S(r，厂)+S(r，g)，

这与假设卵≥10不符。

情形2 假若F和G满足引理1中的关系

(ii)。注意到，和g分担(o。，(30)，以及第二基本定

理，得丁(r，f)=S(r，f)，矛盾。

情形3 假若F和G满足引理1中的关系

(iii)，于是，F1兰Gl+c，这里c为常数。首先，由引

理1，得

T(r，f)=T(r，g)+S(r，厂)． (5)

下面证明C=0。如果c≠0，根据引理3以及式(3)

和式(5)，有

T(r，F1)=(以+2)T(r，／’)+S(，．，／’)≤

丙(r，击)+丙(r，击)+丙(，．，厂)+s(，一，厂)≤
5丁(r，厂)+S(r，厂)，

这与胛≥10不符，从而c=0，F1三Gl。再令厂=

坛，注意到f，g判别，得

，：(丝：±至)(!±垒±：：：±垒：)垒
。

(咒+1)(1+h+⋯+h”+1)’

。： (丝±2)【!±垒±：：：±垒!)
6

(卵+1)(1+h+⋯+h”+1)’

式中，，z≥10为正整数；h为非常数亚纯函数。

2．2定理2的证明

首先，注意到厂和g为整函数，知N(r，f)=0，

N(r，g)=0。若厂≠g，类似于定理1的证明讨论

如下3种情况。
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情形1假若F和G满足引理1中的关系(i)，

得

(竹一2)T(r，厂)≤≤4T(r，g)

及

(7z一2)T(r，g)≤4T(r，厂)

这与行≥7不符。

+S(，．，，)+S(r，g)，

+S(，．，厂)+S(r，g)，

情形2 假若F和G满足引理l中的关系

(ii)。注意到厂和g为整函数，这是不可能的。

情形3 假若F和G满足引理1中的关系

(iii)，由定理1知

，一i丝±2 2(!±垒±：：：±垒!)垒
‘，

(卵+1)(1+h+⋯+h”+1)’

rr一 【丝±2j(!±垒±：：：±鱼1 2
5

(靠十1)(1+h+⋯+hn+1)’

式中，，z≥7为正整数；h为非常数亚纯函数。

再注意到厂和g为整函数，矛盾。于是f=-g。
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