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层状介质中计算体积分方程的弱化BCGS—FFT算法
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摘要：采用弱化稳定型双共轭梯度快速Fourier变换(BCGS-FFT)算法精确计算了层状介质中的体积分方程。采用递

推矩阵方法计算层状介质中的并矢Green函数，可以很方便地与体积分方程结合。将“屋顶”函数作为基函数和试

探函数对体积分方程进行弱化离散，从而有效地避免了体积分方程的奇异性。离散后的体积分方程采用稳定型双

共轭梯度迭代方法进行求解，从而得到异常体内电场的分布。假设异常体只分布在层状介质中的某一层介质内，则

体积分方程内并矢Green函数与对比源之问的乘积可表示为褶积或相关形式，从而在每一次迭代过程中可以同时在

石，，，，：方向采用快速Fourier变换技术加快运算速度。数值算例说明了该算法的精确性和有效性。
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Weak-form BCGS-FFT algorithm for Volume integral equations
in stratified medium
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Abstract：The volume integral equation8 in s仃atified medium wefe accumtely calculated by weak—fonn stabilized biconjugate一

弘diem fast Fourier transfo珊(BCGS—F丌)algorithm．1'he dyadjc Green。s functions in 8trati矗ed medium were calculated by
recur8ive matrix method，which can be easily combined with the volume integ同equations．The rooftop function8 were chosen

鹅b鹊is function帅d testing function to get the weak—fo彻discretizati伽of the volume integral equations，mus the singul丽ty

can be circumvented．The discrete foml“the v01ume integral equatio璐w船solved via the stabilized biconjugate-铲adient it-

eration method，∞that the dist舶ution of the elec伍c Eeld within the inhornogeneous objects c舳be obtained．It is舳sumed

that the iIIlIomogeneous objects are only in one layer of the strati6ed medium，∞that t|le product between the dyadic Greenl

s function帅d the contr船t source within the volume integral equations can be exp弛ssed in me fo咖0f conV01ution or correla-

tion，which c蛐be accelerated by ad叩ting tlle f瓠t Fourier仃ansfo册in菇，)，锄d彳directions during each iterati叩of BCGS．

Numerical example8 8how the accuracy and emciency of the algorithm．

Key words：volume integral equations；weal【-fo珊BCGS-FFT a190rithm；dyadic Green’s function；str砒ified medium；elec—

tric well-log舀ng

模拟层状介质中具有任意形状的三维异常体产

生的电磁散射是地球物理领域最具挑战性的研究课

题之一，其原因主要是由于背景地层的复杂和未知

量数目的庞大。但由于其在地球物理探测、探雷及

环境监测等地下探测领域具有重要应用价值，仍吸

引了大量科技工作者从事该领域的研究。对于求解

电磁散射问题的一般方法而言，一种方法是求解偏

微分方程，如有限元素法(FEM)和有限差分法
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(FDM)，该方法可以通过反演一个大型稀疏线性矩

阵实现，其未知量分布在整个求解域。另一种方法

是积分方程法如体积分方程法或面积分方程法，其

未知量只分布在三维异常体内或异常体表面。传统

的完全求解体积分方程的方法是矩量法(MoM)⋯，

但该方法不适用于求解大尺度三维问题。P．zwam—

bon[21和Z．Q．zhang【3]在求解均匀介质中的体积分

方程时分别采用共轭梯度快速Fourier变换(cG—

FFT)和双共轭梯度快速Fourier变换(BcG—F订)算

法，使内存量和所需机时均减少，可用于求解大尺度

三维问题。x．M．Xu则采用稳定型双共轭梯度快速

Fou—er变换(BCGs—F丌)方法求解上述问题，迭代

收敛速度更快，迭代更加稳定H J。x．M．xup o和x．

Millard【61还采用BCGs．FFT方法求解层状介质中的

体积分方程，可适用于三维异常体完全分布在层状

介质中某一层介质内的情况。但由于所开发的并矢

Green函数的限制，仅限于发射源和接收源均在最

上层且发射源只能沿轴向的情况。笔者采用计算层

状介质中并矢Gfeen函数的递推矩阵方法，并将其

与计算体积分方程的BcGs—FFT方法有机结合，以

方便地计算当发射源在任意层和任意方向、接收点

在任意层时散射电场的所有分量。

l体积分方程

假设测量点分布在层状介质第m层的某个表

面s上，而异常体分布在第q层的某个区域D内。第

g层、第m层和异常体的复电容率分别为；¨；。和；，

它们均为相对介电系数和电导率的组合。例如，一个

异常体的复电容率可表示为；=占。占，一j盯／∞，其中

8，为物体的相对介电系数，印为真空的电容率，盯为

物体的电导率，∞为角频率。

体积分方程可表示为如下形式：

宦：。(，，，T)=j甜；。上G葛(，，，7)·疋(，’)层(，7，rT)d，7，，
∈S； (1)

层(r，，T)=E1”(r，，T)+(K；+V V·)上G：(，，，7)·
疋(，7)E(，’，，T)(1r’，，∈D． (2)

其中

x(，)=掣一l，K：=∞么。；，．
式中，G：(r，，’)为q层中，’处的单位电流元在m层
中观测点，处的电型并矢Green函数掰(，．)为对比

度；G等(，，，’)为磁矢势并矢Green函数，表示当观
测点，和源点r’均在第g层时单位电流元产生的磁

矢势；，c。为第g层中的波数；如为第g层的磁导率。

式(1)称为数据方程，由该式可计算观测点的

散射电场。式(2)称为目标方程，该式是计算异常体

内总场分布的第二类Fredholm积分方程。体积分方

程的目的就是求解式(2)得到异常区域D内总电场

的分布，从而由式(1)计算出s面上任一点的散射

电场。需指出的是，为了避免奇异性，在式(2)中采

用了G等(，，r’)而不是G：(，，，’)，并且对G：(，，，7)
的直接项采用了球平均(弱化)形式心J。

在计算体积分方程时并矢Green函数G口和G叫

的计算是非常重要的。本文中采用递推方法计算并

矢Green函数中所有sommerfeld积分的系数矩阵，

该方法非常适合于与体积分方程结合。在改进的方

法中，根据层界面处的连续性条件得到了3个系数

矩阵方程组，分别对应于垂向单位电偶极子产生的

TM波、水平方向单位电偶极子产生的TE波和TM

波。这3个系数矩阵方程组可在形式上表示为

A。X7=S7．A他XTE=STE．ATMjp=STM．

式中，AV，ATE，ATM∈俨融2K为系数矩阵；x”，xTE，

rM∈俨融1为待定系数；SV，STE，sTM∈C2n1为源

项；K对应于层状介质的层数，此处层状介质的编号

为0，l，⋯，鼠这些方程组可用递推方法计算。通过

求解这些系数矩阵方程组可以得到sommerfeld积

分的所有待定系数，而并矢Green函数的每一个分

量只不过是这几个Sommerfeld积分的某种组合。由

于这些Somme如ld积分只依赖于p(p=

√(菇一戈7)2+()，一)，’)2)，彳和z’，并不直接依赖于

并，z 7，，，或y’，所以只须根据不同的p，：和z’预先计算

和存储这些Sommerfeld积分，在计算并矢Green函

数时只须将它们进行组合和插值即可，从而达到节

约时间和内存的目的。在上述3个系数矩阵方程组

中只须改变源项中元素的位置，就可以方便地计算

出当源点和场点在任意层时的并矢Green函数。将

新开发的并矢Green函数分别应用于数据方程和目

标方程，就可以得到当发射源在任意层和任意方向、

接收点在任意层时散射电场的所有分量。

2 计算体积分方程的BCGS-FFT算法

令D(r，，T)=三(，)E(，，rT)，将式(2)表示为如

下形式：

E1”(，，，T)=!!圣}；}上一(，c：+V V·)A(，，，T)，
(3)
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其中

砸'rT)=斟G筹(，，，，)味，，)帅’’，T)d，，，
扣，=等乒
假设异常体位于形状为立方体的区域D内，区

域D的尺寸为L，X L，X￡；。将区域D离散为M X N

X P个完全相同的立方体小单元，每个单元在菇，Y，z

方向的尺寸分别为缸，Ay，&，则其体积为△y=

AxAyAz，其中心点坐标为

，。，。，p=(石。，Y。，zp)=[(m一0．5)△名，(11,一0．5)Ay，

(P一0．5)Az]，m=1，2，⋯，M；，l=1，2，⋯，N；p=

1，2，⋯，P． ．

选择三维“屋顶”函数作为试探函数，三维“屋

顶”函数各分量定义为

妒‰(Ⅵ，名)=以(菇一戈。+等；2缸)×
Ⅱ(y—Y。；缸)n(石一乃；止)， (4)

砂‰(”，彳)=以()，一，，。+竽；2Ay)×

n(戈一石。；缸)n(：一zp；Az)， ，(5)

妒嚣，，(戈，y，。)=以(彳一乃+譬；2位)×
n(髫一Xm；血)n()，一)，。；△y)． (6)

其中
‘

以(，／；2At／，={￡烈训y幻，以悸小却；
n(叼；△叼)={：：其-他At／．尼≤，7<△_，7／2；
式中，A和Ⅱ分别为三角形基函数和脉冲基函数。
将式(4)一(6)分别作用于式(3)两侧并在区

域D内积分，得到

JDfD—dt(q)忡(r)；q’Ei．C(r)dr=JDfDd—t q)。，，(r)；。‘

黔d，_％2 f_d—r(q)w(，)o矾)d，+
j。[V·lfr‰(，)；。][V·A(，)Jar， (7)

其中上角标q=菇，y,z。

选“屋顶”函数作为基函数，分别将D(，)，

E沁(r)，A(r)的各分量在区域D内用基函数展开，

得到 ·

D阳’(，)=；。∑西0l砂0I(，)，r∈D； (8)

E沁』9’(，)=∑E：j0们砂2I(，)，，∈D； (9)

Ah’(，)=∑A2I砂gI(，)．，∈D． (10)
lJ，I

由三维“屋顶”函数的定义和式(8)一(10)可以看

出，西0I，。E饥inc(。q’，A2I的值均定义在各单元沿q方向
的表面中心处。

将式(8)～(10)代入式(7)，经推导得到下列

弱化形式的体积分方程：

e"inc,，(，x)-∑(∥D墨也"+c∽黑-2,n,p)+
‘=l

2 2 2 2

∑∑t≯A嚣哇州‘，+∑∑t∥A篡m。州小
‘=1 J=1 -=1‘=1

kincⅥ,(y)-∑∑∥A墨叱忡：伊+
I，

尸㈠“

I∑(够力硷：伸∥+0力A嚣+j-2,p)+
⋯：
I∑∑口’醒一∥¨，
r拈1：：
kinc。,护(z)-∑∑f∥A墨“Ⅲ≈+
I： ：

拓¨=1

I∑∑t乎’A2：町一。，，+。一：+
K户1
【∑(∥D2¨一：+cPA嚣,p+k-2)．

其中

e。ine，。,，(px)=AnV[古in．c,⋯(x．)．p+4E。inc．。,．U，,’+。E。inc+,1(，x。)，P]，

e"inc,(≯y=等[E嚣21，+4E。ine(∥y+、Eine川,(y)，，]，

e。inc^,(，r)=尝E纛岔。+4E⋯ine(z)+E嚣㈨．
式中，b，c，t的表达式见文献[2]。

选择磁矢势并矢Green函数G等为如下形式‘7|：

f，础 o o 1
G筹=1 0铹0 l，
LG：础掣J

并且有础=G：。计算发现，当观测点r和源点，’均

在第q层内时，G筹可以表示为两项之和，即

G钾AJ(，，，7)=G：‘一’(z一算’，y一，，’，z—z 7)+GwAJ‘+’(髫
一髫’，Y—Y7，彳+彳7)，

且G筹卜’和G筹“’的4个非零分量可分别由3个独
立的Sommerfeld积分组合得到。于是式(3)中A(r，

rT)的分量式可表示为
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小单元数目非常大，但用BCGS—FFT仍可以求解，这 个数目对矩量法是不可想象的。

(a)模型1

一

／
·BCGS，l

-，。．

十BCGS∞

～BC,6S93
——^Nk

：
．槲州H HH。ti H。II HHM,,“rrl。t

(b)I巨I沿。轴的分布

(c)I EI I沿3，轴的分布 (d)I El I沿。轴的分布

图l 模型1 BCGS-FFT与解析解结果的对比(图标中的下角标表示小单元在各方向的数目)

(a)模型2 (b)乓的实分量和虚分量沿z轴的分布

图2 模型2 BCGS-FFT与解析解结果的对比

模型3(图3(a))为位于3层介质最底层的均 中心位置坐标为(2．05 m，一2．05 m，1．425 m)，划

匀立方体模型。o一1层及立方体的电参数(8，，盯) 分的小单元数目为64×64 X46。该模型背景层为非

分别为(1，0)、(1。21，O)、(1．44，0)和(9，1)，层界 耗散介质，异常体与背景层相对介电系数的对比度

面位置为Z0=0．0 m、毛=0．5 m，发射源为沿z方向 较高。该模型的异常体是高导电性的，从而导致电场

的单位电偶极子源，位置坐标为(2．1 m，一2．1 m， 在异常体内快速衰减。采用BCGS．FFT算法计算该

一0．425 m)，频率为100 MHz。立方体尺寸为a=b 模型并与时域有限差分(FDTD)归1经Fourier变换
=1．6 m，c=1．15 m，距离层界面：。为d=0．35 m， 后的结果进行对比。图3(b)为(y，z)等于(一1．9
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丝薹薹蒿黼塞蠹薹泊墉雩；02)，层界面位置为7．0= 0．0 m，z1=0．5

m，乃=2．35m，Z3=2．85 m，发射源

为沿石方向的单位电偶极子源，位置坐标为(1．0 m，一2． 05

m，1．425m)，频率为100MHz。立方体尺寸为口 =b=1．6

m，c=1．15m，中心位置坐标为(2．05 m，一2．05 m，．

1．425 m)，划分的小单元数目为64 X

64×46。t些!．

：：!j零。}：邑>§

(i；模型4

z／k

(b)F“沿z轴的分布

z／=

(c)r“沿z轴的分布

图4模型4 BCGS-FFT的计算结果

该模型相对于立方体中心在彳轴方向完全对称

且发射源位于Y，Z轴方向中心处。图4(b)和(c)为

(菇，Y)等于(3．1 m，一2．05 m)处散射电场并分量和

名分量沿彳轴的分布。对这种模型文献[5，6]是不能

计算的。由图4可以看出，散射电场菇分量沿石轴是

对称的且连续，这恰好满足电场切向分量过介质界

面连续和模型沿z轴方向对称的特征。散射电场：分

一对一辫脚锄草l㈣一

『b一蠼婵接轻晕，㈣～

����x
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量沿名轴是反对称的，且由于不同背景介质的电参

数不同，该分量在背景介质界面处出现突变，但其变

化量满足艿，F“连续。
[4]

4 结束语

将新开发的计算层状介质中并矢Green函数的

递推矩阵方法与体积分方程相结合，用于计算层状
’

介质中具有任意形状的3维物体的电磁散射问题。

在求解体积分方程时将“屋顶”函数作为基函数和

试探函数对其进行弱化离散，从而有效地避免了体

积分方程的奇异性。离散后的体积分方程采用稳定

型双共轭梯度迭代方法进行求解，而在每一次迭代

过程中可以同时在算，Y，彳方向采用快速Fourier变换

技术加快运算速度，从而得到异常体内电场的分布，

并进而得到接收位置处的散射电场。数值算例说明

了本文算法的精确性和有效性。
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