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基于节点敏感性分析的无网格法节点布置研究

署恒木，黄朝琴

(中国石油大学储运与建筑工程学院，山东东营257061)

摘要：在应用无网格法进行数值计算时，由于节点的布置对于计算结果的精度有直接影响，因此节点布置方案以及

节点性态特点是无网格法中的研究重点。把有限元和形状优化设计中的节点敏感性这一概念应用于无网格法，选

择势能密度作为响应变量对无网格法中的节点进行敏感性分析，得到了节点布置方案与节点敏感性系数之间的关

系。通过恳臂梁的数值算例，说明了该方法能够有效地指导并改进节点布置方案，使计算精度明显提高。
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Study of mesllless nodes distribution on the basis of nodal

sensitiVities anaIysis

SHU Heng-mu，HUANG Zhao—qin

(co啦伊矿‰唧D厅＆跏阳鄂口以锄矗E晒撇一愕流吼i觚碱抛邶渺旷＆trD如啪，
协，唱砸增257061，S^伽幽昭PrDFf，础，m讹)

Abstract：In the meshless numerical calculation，nodes distribution direcdy“kcts the precision of meshless method． So

nodes di8t曲ution and characters of nodes are empha8i8 and dimculty of meshless method．0n the b嬲is of nodal sensitivities

in 6nite element method and sh印e optimization，the sen8itivity analysis w鹊used to study nodaJ anan百ng scheme in meshless

method． By choosing potential energ)，density as response quantitie8，calculating nodal sensitivities modulus，the relation be-

t、veen sensitivity modulus and nodal distdbution scheme was gotten．The case w鹄西ven．The resul协show that the meshless

method can guide and impmve the nodal distribution 8cherne effectively．The precision 0f the calculation was improved．

Key words：meshIess method；moving least-square method；nodal sensitivities modulus；respoIlse quantities；nodes distri—

bution

近年来，无网格法已成为计算力学领域的一个

研究热点，它不需要划分网格，只利用一些离散的节

点信息来进行数值计算，消除了传统数值计算方法

如有限元法、有限差分法、有限体积法中由于网格划

分给计算带来的不便。无网格法面临的首要问题是

节点的布置。uu w K基于再生核粒子法提出了节

点分布、节点密度参数⋯，定义了容许的粒子分布。

但没有对任意节点的性态以及容许粒子分布作更进

一步的研究；Sussman和Bathe为了改进有限元网

格，研究了在外载荷不变的情况下节点位置坐标发

生微小变化时变形体势能的变化趋势；并把势能对

节点位置坐标的梯度定义为敏感性系数，从而提出

了节点坐标位置的优化方法L2J。Henneberger旧。等

在应用电磁场的有限元方法中给出了响应变量对节

点位置坐标的敏感性；wang等人H1和Paulino等

人”1分别给出了有限元和边界元节点敏感性分析

的详细评述；张钧强和罗先启∞1把位移作为响应变

量应用到无网格法中进行敏感性分析，他们在应用

无网格法求解线弹性力学问题时，简单地把位移作

为响应变量进行了敏感性分析。笔者认为，只把位

移作为响应量不能完全反映节点对误差的敏感性，

因为在整个求解域上有应力、应变和位移3个相关
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变量。因此笔者将势能作为响应变量，得到相应的

敏感系数，并给出节点布置的改进方案。把该分析

方法应用于悬臂梁问题，给出具体的节点优化方案，
并通过数值计算验证该方法的有效性。

1无网格法基本原理

如果采用移动最小二乘法‘73来构造近似函数，

并且采用最小二乘加权余量法得到微分方程的等效

形式∽]，则称这种方法为加权最小二乘无网格

法‘9|。

1．1移动最小二乘法

1在分析域以内有函数H(工)以及一组随机分布

的离散节点z；(i=1，2，⋯，n)，用皿表示节点工；的

紧支域(也称作节点t的影响域)，二维问题中紧支

域常为圆盘形(或矩形)。使用MLs(Moving

least—square)进行全局近似，对任意的z∈力，有

u‘(工，碧)=∑p。(i)n；(工)=pT(j)口(工)． (1)

式中，j=[戈，y，=]7是计算点z的邻域砬内各点的

空间坐标；“6(x，j)或u‘(z)是函数M(工)的近似表

达式；p；(工)为基函数；m为基函数的项数；口。(工)为

相应的系数。

对于二维问题常用的是线性基和平方基。线性

基为

p7(j)=[1，名，力，m=3； (2)

平方基为

p’(i)=[1，菇，)，，彤，髫2，广]，，n=6． (3)

系数口(z)不是常数，而是由空间坐标戈的函数通过

对适合于局部近似的加权最小二乘得到。

设计算点工，的邻域q包括』、r个节点(计算点包

括节点和其他辅助节点)，近似函数在j=x，的误差

的加权平方和为
Ⅳ

．

．，=∑∞，(工)[M6@，工，)一“(工，)]2=
，v m

∑∞，(x)【∑pi(工，)o。(J)一比，】2． (4)

式中，∞(j)为紧支域的权函数。

对J(工)取最小值可求得系数口(工)为

口(J)=A-1(工)曰(工)口， (5)

其中
Ⅳ

A(工)=∑∞，(工)p(J，)p7(工，)=p7(工)甜(工)p(工)，
』=l

Ⅳ

曰(z)=∑∞，(工)n(工，)=p7(z)吐，(工)=

[∞1(工)p(工1)∞2(工)p(z2)⋯∞』v(x)p(xⅣ)]．

将式(5)代入式(1)中得

““(工，i)=^f(工，i)口=Ⅳ，口，， (6)

其中形函数
“

^r(工，j)=p7(j)A一1(工)曰(z)． (7)

对式(7)求导，可得到形函数的一阶和二阶导数为

Ⅳ：‘=，T。曰+，h，i， (8)

^ti』=，jl，曰+rT；曰。J+，jJ口，{+rT曰．矿 (9)

其中，，=A。1p。

权函数是MLS近似中的重要组成部分，其选择

目前还没有理论上的具体规则，带有某种任意性，本

文中采取的是四次样条函数，它是C2(n)连续函数

式

∞(r)：f1—6r2+8，3—3r4，r≤1； (10)
LU．r>1．

式中，r=ll工一工，ll／d柑。
影响域对模拟的精度和计算量有直接的关系，

影响域半径取为d村=卢×虹七](下例中卢取为2．0，

后取为9)，其中s[||}]为节点，与距其最近的第后个节

点之间的距离，卢是大于1的乘子。

1．2 最小二乘无网格法

最小二乘法可以用来求解具有任何类型偏微分

方程的问题，从变分原理和加权残量法上讲这类方

法是直接使用最小二乘法(又称作残量平方泛函的

极值原理)来建立泛函的，并且其权函数就是残量

本身。首先令，=J．足2d力=o，再取最小值，即

警：鲁[足zd力：[2置警d门：o。 (11)
au； a配fJn Jo a“f

、

因此有

f曰警d力：o．
Jjl

dui

可以看到，最小二乘法中的检验函数为职=

竺。对具体问题采用上述积分格式的离散点求和形
dq ’

式便得到了加权最小二乘无网格法，详细阐述可参

考文献[9]。
’

2 节点敏感性分析理论

在计算力学中，节点敏感性是作为误差表示和

估计出现的，其定义是响应变量对节点位置的变化

率，这里的响应变量定义为与节点位置相关的场变

量，可以是位移、力、应力或温度等各种变量。

在无网格法中试函数是紧支的，可假设某计算

区域为力，在发生微小虚位移后变为珐，舅=r(聋，
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罢．嚣量雾篡：=要淼蒜 0：压堑互惯性矩，=击D3。节点布置方案为5×17规则布点， ￡，．：笪曼一——．
即沿y方向布置5个节点，沿石方向布置17个点，共 √荟dj以
布置了85个节点，如图3所示。 式中，d为位移或应力。

图2 悬臂梁i匿蔓萎要叠要弱．+ · · · · · · · · · · · · · · 。 +
l◆ ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

0●——_．——■卜—L●——_．-——●J——卜——●——_．——-●——●—J—●——●——1J—■卜——●——_．

O 2 4 6 8 10 12

图3 5×17规则布点

调用相应的MatLab程序，计算所得敏感性系数

结果见表1。计算中发现盯，误差较大(图4)。上述问

题的计算最大误差范数为应力误差范数￡。=

1·041％；而max(I矿；一矿，J)=6·135。误差范数定 图4工一z观察面上以的投影图
义为

。

表1 图3中各节点的敏感性系数S。

5u 1．543l 1．387 1．195 O．9973 0．8816 O．7409 0．611 O．4956 O．391 5

S勾 O．793 8 O．6739 0．5924 O．5209 0．4344 0．3“8 O．3016 O．244 0．1925

Sm O．0ll 0．0008 0．0043 0．0022 O．0009 0．0007 O．0003 O．0002 0．O001

％ o．791 o．6727 o．5954 o．5228 o．4344 o．365 o．30l 3 o．2439 o．1924

．墨 1．5111L L．!!!! !：182 ．旦兰811 Q：!141一n!坐4一!：!!坚．——生49L Q：!!!兰

5b O．3003 0．2】92 o．1525 O。094 o．076l O．0408 O．0138 O，0002

S勾 0．147l O．1079 0．0747 O．0472 O．0204 O．0098 O．0035 O．003 3

黾 o．0002 o．o()02 o．0005 o．o005 o．0017 o．0024 o．ool9 o．0036

％ o．147 o．1076 o．0745 o．0468 o．0202 o．0085 o．0028 o．0032

墨 旦：!塑竺 旦：!丝! !：!塑2 竺：竺： 竺：竺!!! 竺：竺竺! 竺：竺!!! 竺：竺!
注：如图3所示，Js。表示第i行第，列节点敏感性系数，自上而下定义为第l，2，3，4，5行，自左向右定义为第l，2，⋯，17列。

从表中数据可知，在算方向，梁的固定端(即左 以微小改变，计算结果会相差很大的原因。

端)的敏感系数最大，离固定端越远敏感系数越小， (2)对于力边界，从数据结果可知在与位移边界

除了轴线方向上的点，都基本呈递减趋势；而在)，方 交汇的点其敏感系数较小，这是因为这些点在系数矩

向离边界越近敏感系数越大，除了梁的右端，都在轴 阵组装时既作为位移边界点又作为力边界点，因此对

线上降到最小值，基本以轴线为对称轴向上边界和下 这些边界上的非交汇点进行适当的加密即可。

边界线性增长。由此可知节点的敏感性系数的物理意 (3)在求解域内部，对于那些敏感性系数大的

义是该点的势能对微小扰动(即微小位移)的敏感程 点进行加密即可。可以将S。的平均值作为是否加密

度。敏感系数越大说明此点对整个布点方案的影响越 的判断依据，在本例中．s。的平均值为0．3224。

大，在这些点附近若出现不合理的布点将导致较大的 改进后的布点方案如图5所示。调用计算程

计算误差甚至得到错误结果。因此，可根据计算所得 序，得到的最大误差范数为应力误差范数￡。=

到的敏感性系数对布点方案进行如下改进： o．465 18％；而max(I口：一盯，1)=1．41。图6所示为

(1)对于位移边界，在进行布点时应该进行加 改进布点方案后计算的菇一z平面上盯，的投影图。由

密布置尤其是固定端，因为位移边界往往是最敏感 图看出，计算精度明显提高。

的区域。这也正是在计算过程中若对位移边界值加 在上述改进方案中具体操作方法如下：
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(1)若节点的敏感性系数较大(大于判断依据

值)，说明该节点所处区域为误差较大的区域，该节

点位置的变化对整个节点布置方案影响较大，在编

制程序和考虑节点布置方案时，该节点位置应当重
弘。

点考虑，即应考虑尽量在该节点位置周围实施节点

加密步骤(图7)，关于具体的加密规则可参考文献

[11]和[12]。
2．

1．

1．

0．

[3]

图5 改进后的节点布置图 [4]

图6 节点改进后计算的J—z观察面上o-,的投影图

图7 第i个节点周围布点加密

(2)若节点的敏感性系数较小(小于判断依据

值)，说明该节点位置的变化对节点布置方案影响

较小，那么就不需要在该节点周围实施加密步骤。

4 结束语

将势能作为响应变量来对无网格法中的节点进

行敏感性分析。在数值计算中引入节点敏感性系数

后，可以获得敏感系数的平均值并将其作为判断依

据，对原有的节点布置方案进行有效的改进。找到

敏感性系数大的节点，在其周围进行适当加密，提高

了节点布置方案的优化效率和计算精度，说明了该

方法对节点方案改进的有效性。
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