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G(f’扯f}2。⋯九呱蹑幅1‘(1)
【去t2(3s一￡)，0≤t≤s≤1．

瓤牡融焉羔h．
嘉G㈠s，={?’-(：二：。‘曼!。；
嘉G㈠s，=巴羔鬟：j

去c∽s)巩嘉G(f，s)巩嘉G∽s)锄

(孔)(t)=1．G(t，s)F(u(s)+妒(s))ds．

(孔)“Ⅵ)2上嘉G(印)mo)+出))以

dO--￡-G(O∽=o，孑02 G(1's)=o，嘉G(1's)=o，

定义函数工(f，“o，u1，n2，u3)如下。

A(t，M。，吣uz，M，)=。《i2f／。瞰s，‰M·，M：，u，)I×

工(t，‰，M·，U2)U3)2(¨imnf一。lf(s，‰，配·，uz，“3)I×

则上：[0，1]x R4_R连续。

只(加(t))=五(￡，W(t)，W7(t)，W”(t)，加”(t))．

定义算子L如下：对于“∈X，

(瓦n)(t)2上G(t，s)F。(u(s)+妒(s))h
自然有

(LⅡ)“’(t)2上嘉G(t,S)_(“(s)+妒(s))如
利用Arzela—Ascoli定理，可以证明

L，(■(·))，’(Tn(·))”，(L(·))”：X叶X

都是全连续算子。

设V={M∈x：0 IⅡ1 0≤r}。记

e(n)=[0，1／n]U[(rt一1)／n，1]．

注意到。2：三。I嘉G(t,s)l≤l，o≤i≤3，利用
口。(t)，0≤i≤4的可积性可知，当0≤k≤3时有，

翟叫(酬¨一(驯㈤峪8鬻11 Jf，et。)I嘉G∽s)l×“E r ⅡE r n，l一￡

F(u(s)+妒(s))一Fn(u(s)+妒(s))Ids≤

2黜川嘉G㈠s)旧小)o小川挺
2磐k F(M(s)+妒(s))j山≤

．

3

2磐k荟口c(s)∽(s)+妒“’(s)陋+

2州㈤口·(s)ds≤2(r+7)蚤k口-(s)d?+
2I，、口4(s)ds_÷0(，l_+∞)．

这说明全连续算子(瓦(·))似’在y上一致逼近

(T(·))似’。根据y的任意性，可知

r，(r(·))，’(r(·))”，(r(·))”：x—c[o，1]

都是全连续算子。因此r：x_+x是全连续算子。

设U={u∈x：⋯M㈨<d}，则U是X中的有

界开集并且0∈U。

为了证明算子丁在可中有一个不动点，根据引

理2仅需证明对于任何盯>1，M∈OU均有几≠

矿Ⅱo

假设不然，则存在万>1，五∈0U使得

仡=矛面．

于是⋯西⋯=d并且根据引理1有

||瓦o≤告d，o吖o≤—丁1 d，o瓦”o≤d，o面”o≤
正

因为r(x)c X，可知⋯仡㈨=』(仡)”|J。利用线

性增长条件(日)砖pG(t，s)的表达式，有
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孑d=矛11 I瓦||I=0 I矛五|II=0 I仡¨I=

0(ra)”0
rl

≤max J
o《I‘IJo I孑03 G∽s) F(瓦(s)+

妒(s))I ds=。m《；a《x。1 1，(西(s)+妒(s))I ds=

【1 F(瓦(s)+妒(s))I ds≤Ju

上【E。。i(s)l面“’(s)+妒“’(s)I+n。(s)】d5≤

上[E。口i(s)II瓦“’II】ds+

上【蒌邶t(s)ds】+上。·s)ds≤

d上[蒌AA(s)汕+f-口·(s)ds≤

讲厶t=O知洲s】+[塞y。胁1州s】-
‘

L+dM=￡+￡(1一M)一M=L(1一M)～=d．

因为孑>1，d>0，这是不可能的。于是存在“‘

∈移使得死=Uo令／／,’=豇+tp,则u’∈Cs[0，1]

并且⋯Ⅱ’一妒川≤do所以

8(“‘)‘”一妒‘i’】|≤Aid，0≤i≤3．

容易验证“+一妒是问题(P)的解。

算 例

考察四阶方程r∽⋯丢毫端，
l 0≤t≤1，

o“(0)=“7(0)三13,”(1)=u”(1)=0．

这里70=yt=y2=73=0，并且

it,Uo,Ul,u2,us)_1+÷塞篙
容易看出

卜南l=l南卜丢
因此对于(f，‰，Ml，u2，u3)E(0，1)×R4有

I f(t，‰吣％l‘3)l≤÷∑万l“i I+3．

所以，

A=r3d￡=3>o，
’

曰=÷塞A。r√矶=鼍<·．

根据定理1可知该问题有一个非平凡解u’E C3[0，

1]满足

lI M+II≤18，0(“’)，I|≤27，

0(M’)”I|≤54，0(u‘)⋯||≤54．
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