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回归误差方差的区问估计
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摘要：首先将回归函数限制在一个有限维函数空间中，得到一个近似的线性模型，在此基础上，由Fidueia：L推断给

出了误差方差的区间估计。该区问估计形式简单，易于计算。给出了这个区间估计的真实覆盖率和名义水平差

异的一个上界，该上界由回归函数与其近似的线性函数的距离界定，并且对所给区间估计的真实覆盖率进行了数

值模拟。
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Abstract：Firstly all approximate linear model W88
obtained by confining the regression function in a functional space with fi—

nite dimension．Then the inteH日l estimator was proposed by FMueiM inference The interval estimator has a simple form and

h e螂toh calculated．An upper bound of the difference between the true and the nominal level of the interval estimator was
Bi*目a．h i8 d曲Ⅱ哦ed b，the distance be帆en the regression function and its approximating function．True percentage of COV—
erie h the hm盱憾I自|tj脚劬雠：_嘲籼·g面m118med．
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1问题的提出

考虑非参数回归模型

y=g(z)+s， (1)

其中z在[0，1]9上取值，g(z)是未知的函数，s～

N(0，口2)，tT>0未知。若进行n次独立观测，有

Y=G+E， (2)

其中Y=(y∥．．，y。)1，G=(g(。，)，⋯，g(z。))7，8=

(s∥”，P。)‘。本文中要给出误差方差一2的一个区
间估计。

对于非参数问题的点估计的研究，历史上已经

有很多方法，其中包括直接利用非参数方法例如核

估计⋯，以及把非参数部分参数化，然后用参数的

方法估计，如最小二乘估计“1，M估计”o，Profile估

计”⋯，Sieve估计”4 J，局部线性化”1和局部多项

式”o估计等。在非参数回归模型中，对于回归误差

方差的研究可参看文献[10]一[12]等。在这些文

献中，用一的任意如相合估计作为a的估计，这是
具有大样本性质的估计。笔者用FiduciM方法给出

对于小样本的情况仍然适用的口2的区间估计。

2误差方差的区间估计

有线性回归模型

Y=邵+￡ (3)
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的选取，取10000组样本，每组样本的容量n分别取

为30，50，100。

3．1 g=1时的模拟结果

回归函数g(z)分别取为g(z)=e2，(z一1／2)2，

sin(2w)，sin(4vrz)且。∈U[0，1]。分别就回归函

数的3种线性近似方法来进行模拟。

3．1．1 用已知函数的分段线性组合来近似g(z)

取[0，1]的一个均匀分割0=≯”<⋯<=⋯’=

1，满足|z”’一=””l≤Hn～，其中日，％为常数，j=

2，⋯，m。定义z．(z)=z(z“”≤z≤z“’)，2≤J≤m一

1；z。(：)=z(z⋯。’≤。≤z⋯’)，则g(=)可以用线性函

数组合式(6)来近似，其中

g·(。)=一方董z：(=)，¨㈤=筋“㈤一
蠢羔㈤，。钢，

u”

⋯tm—1)
g。(z)=一—：i—!—i==百1。(。)．

分别考虑节点rn=6，11的情况，可以按照以下模拟

步骤计算区间估计的真实覆盖率：

①以：的分布u[o，1]产生容量为n的随机样

本，代人式(11)，得式(7)中的回归系数x。

②以模型(1)中误差项s的分布N(0，19"2)产生

容量为n的随机样本，由式(1)得y的观察值yo。

再代人式(4)和式(9)，得区间估计D(Yo。)。

③重复步骤②10 000次，可得D，(Yo。)，⋯，

D，。。(yo。)。由此可以计算基于L。观察值和s基

础上真实覆盖率1一a的估计口=#{口2 ED。(1r☆)，i
=1，⋯，10000}／10000(表1)。

3．1．2对g(=)进行局部线性化

取定卸，把g(=)在知处局部线性展开，即

g(z)=g(zo)+gI毛)(=一钿)=

风+卢2(=一Z0)=卢lg】(。)+／3292(：)，

其中g。(z)；1，g：(z)==一Z0。因此，g(z)可用式

(6)来近似。类似于上述模拟步骤，计算得出此种

近似下D。一。(1，)的真实覆盖率，见表2。

表1局部线性化近似下不同口时D。．。(”的真实覆盖率
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表2 zo=1／3，口不同时DI。。(r)的真实覆盖率

165·

n g(：)㈨1口"10 100口=1 000 d g(=)㈨l⋯10=100 O-=1 000
r 30 0 9484 0．9480 0 9511 0．9520 F 30 O 8955 0 8978 0．9044 0．9(123

e。 50 0 9510 o．9481 0 9524 0 9514 r 50 0．9001 0 8988 0．9045 0 8986

r 100 o 9477 o 9492 o 9476 0 9436 r i00 0 901 8 0 9050 0．901 0 0．9032

(=一1／2)2 30 0．9504 0 9484 0 947 3 0．9505 f：一1／2)2 30 0 9023 0 901)0 0．8991 0 8958

r=一1／2)2 50 0．9525 0 951 0 0-947 8 0·9481 f：一I／2)2 50 0．898 8 0．8968 0 8996 0 9002

0 05 fz一1／2)2
100 0 9500 0·9520 0 9500 0 951 6

n 1 (=一l／Z)2
117t)0 8967 0．8985 0．9026 0 9026

。

sinf2％) 30 0 862 8 0 9532 0．9511 0 9496 Binf2仳1 30 0 8348 0 9003 0 9t)l 2 0 900 8

sin(2") 50 0．8572 0 951 4 0 9493 0·9450 日in(2邗) 50 0．7087 0．9111 8 0．9024 0．91344

sin(2W) 100 0．7861 0 9525 0．9501 0．9508 sin(2m) 100 0 6614 0．901 9 0．8991 0—8942

sin(4Ⅲ) 30 0．9505 0，9528 0 9488 n9496 Bmf4％) 30 0 631 6 0．8979 0．9037 O 9026

s"1(4Ⅱz)
50 0 40113 0．9494 0 9456 0-9504 sin(4m) 50 0 4269 0 901 5 0 8976 0 901 3

dn(4口) 100 0．14115 0-9473 0'951 1 0-9546 sinf4m) 100 0 2669 0 896 3 0 9112 3 0 91)2 3

3．1，3罔g(。)的局部多项式近似

取定Z0，把g(。)在“处m次泰勒展开，即

g(。)=g(％)+g<气)(z一％)+g”(％)(：一％j 2／2+

···+g‘”’(io)(z—Zo)‘”’／m!=卢l+IB2(：一ZO)+⋯+

风(：一知)“／m!=卢lgl(z)+卢292(z)+⋯+熊g。

(=)，

其中g。(z)=1，g：(z)=(z—Z0)，⋯，g。(z)=(：一

gO)“／m!。因此，g(：)可用式(6)近似。分别考虑泰

勒展开次数m=3，5的情况。类似于上述模拟步骤，

计算得出此种近似下D。。(y)的真实覆盖率(表3)。

表3局部多项式近似下不同口时马一。(r)的真实覆盖率

3．2 g=2时的梗拟结果

对于自变量为2维的回归函数，考虑用局部多项

式来进行近似。回归函数g(z“’，；。’)分别取

g。(∥，∥)=e。‘1”’。⋯‘㈣2，
gb(z‘“，：‘2’)=sin(2fr(z‘1’+：‘2’))，

且=“’，。。’独立同服从v[0，1]分布。对给定(矗”，

《2’)，把g(z。’，=‘2’)在(《”，晶”)处m次泰勒展开
即

g(：㈣，=㈤)=g(蠢”，磊2’)+p

(∥’一∽参】g(轵拍+两1

)参+
一矗”)。

矗

∥
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参心⋯掣)参】29(。‰㈣+．·+

击P’一矗1))者心⋯一矗2’)嘉r×
：‘2’)+13292(z‘“，：‘2’)+

其中gl(z‘”，=‘2’)=l，92(z“’，：姑’)=z‘”一=5

泰勒展开次数m=3，4的情况。用已知函数的分段

线性组合来近似g(。)计算在此种近似下D。一。(1，)

的真实覆盖率(表4)。

从模拟结果可看出，由式(9)所给出的，2的区
+

问估计Dt。(y)对于小样本情况也是适用的。此

外，在一一定大的情况下，D。一。(Y)的真实覆盖率接

近于名义覆盖率。当采用分段线性及局部多项式来

93(：‘”一‘2’)=：。’一《”，⋯． 对回归函数进行近似时，随着节点个数和泰勒展开

因此，g(z‘“，=‘2’)可用式(6)近似。分别考虑 次数的增加，真实覆盖率更接近于名义覆盖率。

表4 z⋯=1／2，矗⋯=1／3。不同吐时D．一。(y)的真实覆盖率

出) n_i—i而堕j矿i而r i丁—i≯艺葡ri而

一 30 0．9035 0．8974 n 8991 0．8999 n9040 0．9032 0 901 7 n8993

— 50 0 9029 0 8963 0 8959 0 9044 0 900 3 0．8977 0．8986 0 8993

．． 一 100 0 8963 0．8984 0．9009 0 8982 0 9032 0．8958 0 8966 0 8989

(=一1／2)2 30 0 8997 0．9036 n901 3 0 8966 0 8874 0．9000 0．898 8 0 902l

(z一1／2)2 50 0．7801 0．9046 0．8963 0．895 5 0 8745 0 8993 0．9054 0 8989

(z一1／2)2 100 0．5861 0．9005 0 8990 0．9035 0 6609 0．8925 0．8960 0 8997

4定理的证明

4·1引埋1嗣让明

对任意6>o，

m。)=P(町钒)=P(f镪音)=
P(；≤x。音，号c·+s)+P(；≤z。{，吾≥-+s)≤
P(fc州l㈣)+P(音≥1+6)=P(f c“1+
∞)4P(sec¨+P(f c¨+P(詈≤雨1)=

尸(X0<Xo(1删)+P(fc粕)+P(詈氓一南)=
P(Xo<XO(1删)+P(阳0)+P(【詈一l{≥南)=
概。州阳。)+半孟悟一l|．
另--Ty面．

P(’7≤知)≥P(印≤％，f<xo)=

P(f≤号‰f cx。)=毗c¨一P(p-可'‘-x。肛％)．
义

P(p争。“z。)=P(p争。私‰音≥t—a)+

P(f，Xo，f c‰，，鲁c1—6)≤P(f≥‰(1—6)，f c

¨+P(音ct—s)≤蛳+P(}南)≤蚴+
P(}L_1 f，南)≤Mx舢学}-f≤蚴+
字圳詈-1I．
综合两方面结果知

G(铂_F‰)I≤蚴+挚詈一l|-
上式右边作为6的函数，其最小值点为

。：鲤．
0Mxu

再代入上式，可知引理1结论成立。

4．2定理1的证明

△=(g(司)一，善毋(=t)岛，⋯，g(矗)一，荟毋(毛)岛)’，
f=矿(，一只)v—x2(n—m)．

由式(4)知，

s2=矿(J一^)y=(G+or)7(J一砟)(G+口y)

(△+盯y)1(j—Px)(△+盯y)，

≯二(0

1

，

占nB∥=“!
邳

虹。篇掣

T
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0啪虹：
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●__________-‘______r●_______________u●_‘1___________________L_‘r11_1_______-‘f，______________一_______________JJ●，，，_________r●___‘J‘__r，________________●J____‘，●___，__________________●J 一

代人式(9 J，凼此

尸{盯2 E口。一。(1r)}=

P(卫；(n—m)≤(昙+叶1(，一岛)(鲁+y)≤
z2．一号(n—m))．

令町=(舍+y)1(J一一)(舍+q，由引理1知，
IP(o-2 ED⋯(1，))一(1一d)I≤

f．P(叼≤薪一号(n—m))一尸(f气衍号(矗一m))l+
}P(q≤砖(n—m))一P(f与磅(n—m))I≤
2√硝一{(n一)E}詈。l+z俺i币枷融l m，

其中A是，(n—m)分布密度函数的上界，由式(10)
给出。

因此只需证Ef詈一1 I有界。
悟一-l=
等∽ex)a+2等∽w川M)y————1丽了万——一
垫蒜凳掣⋯Iy‘(卜^)y

‘、

鲤+：盯 盯 1

VT(I—Pz)y～

存石磅
√妒tl—Px’v

又由于vT(I—Px)V—z2(n—m)，因此

矿(J—Px)V n—m-2

E万南：加nf-碧m-1．
将其代人式(13)，有

E悟-愕；南“譬
=争。

(13)

型兰兰l。
，(字)

将其代人式(12)，可知定理1结论成立。
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