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riii)Avo≤V0

则算子方程Au=u在s中有惟一解”+，对Vyo e s，

有迭代序列Y。=Ay。(n=1，2，3，⋯)收敛于”’，

且有如下误差估计：

lIy。一”’Il c≤等[一Il^“。一‰o c+lIh一“。l|c]·
其中口=NMb。。(1一a)～。

证明 类似定理1的证明。

若定理1和定理2中条件(ii)变成(ii)’：存在

M>0，a E[0，1)满足

Au(f)一Av(f)≤瓤咖∽一山)№Vu，”e
D(或s)，u≥口，t∈(0，b]，

其中￡：D—D(或S—s)是有界线性算子，则定理

1，2的结论仍然成立。

定理3设P是实Banach空间E中正规锥，A：

c[，，E]一c[，，E]是一算子，若下列条件成立：

(i)A是单调递减的，即V#，y E c[i，E】，x≥

Y，有Ax≤Ay，

(ii)存在肘>0，Ⅱ∈[0，I)满足

Au(f)一Av∽≥一瓤[u㈤叫刚出m舴
c[，，E]，Ⅱ≥口。t E(0，b]，

(iii)lⅡE C[，，E]I H≤Au，“≤A2u}U{口∈

c[，，E]IAv≤v,A2"≤口}≠毋，
则算子方程Au=u在C[，，E]中至少有一解，且不

存在两个可以比较的解。

证明 不失一般性，假设j u。E c[，，E]，使

得‰≤Auo，‰≤A2‰。由条件(i)，有

‰≤Auo，A‰≥A2Ito； 。

A2‰≤A3“o， A3“o≥A4“o；

^2“UO≤^“”Uo，A2,+iit．0≥A2n．2‰；

并且

“o≤A2it0≤⋯≤An“o≤⋯；

Auo≥A3I／．0≥⋯≥^2“+1Uo≥⋯．

由条件(ii)，有

0≥A2uo(#)一AⅡ0(I)≥

一瓤[A‰(s)-z‘0(s)]虹t E(¨]，
即

0≤Auo(￡)一A2‰(f)≤

瓤[娟)一Auo(s)]¨e(o'6]．

由P的正规性，有

IIAuo(I)卅“训I≤篡I[uo㈤一Auo㈤II a,
≤NMtl。。0Auo—U0 II c，t E(0，6]，

由归纳法可得

0^”1Ho(t)一^“n0(t)4≤

瓦丽美警丢石而oAu023 1
飞忆，

(一n)(一2“)⋯(n一(n一)口)”
。”。’

n=1，2，3，-一，t E(0，b]，

因此有

Il A“1u0一A4uo ll c≤

西2丽392a譬)苦i而1№训h(一口)(一 ⋯(R一(n一)a)”
” ⋯。’

n=1，2，3，⋯．

类似定理1的证咀，lA“UOl收敛到算子方程Au=u

在c[，，E]中的解，即Au=u在C[，，E]中至少有一

个解。

下面证明Au=u在C[，，E]中不可能有两个可

以比较的解。

实际上，若Au=Ⅱ在c[，，E]中有两个解“，”满

足u≤w，由A是单调递减的，有

0≤口(t)一u(t)=Av(1)一Au(t)≤p，￡∈，，

因此Ⅱ(t)=口(t)，t E J，即u=口．

如果定理3的条件(ii)变成(ii)”：存在M>

0，口∈[0，1)满足

Au(I)一Av(f)≥一瓤如㈤叫刚山，V⋯E
C[，，E]，H≥F，f∈(0，b]，

其中L：C[，，E]一c[，，E]是有界线性算子，则定理

3的结论仍然成立。

定理4设E是实Banach空间，A：C[，，E]一

C[，，E]是一个算子，若存在M>0，“E[0，1)满足

IIA“(￡)一山(￡)Il≤警办u(s)一”(s)忡，
(6)

其中Vu，ⅣE c[，，E]，f E(0，6]，则算子方程Au=

u在c[，，E]中有惟一解。

证明 Vu，口E C[，．E]，由式(6)，有

tlAu(t)一Av(1)忙爿㈣)一”(s)忡≤
胁1。4lI M一口l|c‘ (7)

类似地，

0A2“(t)一^2”(f)0=||^(^“(I))一A(av(t))0≤

詈rIIA“(s)一血(s圳出≤詈f胁“II“-v忆山≤

  万方数据



第3l卷 第5期 排新颖：抽象函数空间算子方程解的存在定理 ·157·

知叫l。,S!-ads≤墨忆一“1[ct2(1一．
由归纳法知

JJA“u(f)一A4口(f)JJ≤

i—2“：j：：iiji：jj：i；!；i：i碉1 o u一。o。t4‘I。口’，
(一d)(3一缸)⋯(n一(n一)8)“”⋯”。

’

n=1，2，3，⋯．

因此

J|^“u—A“口0≤而丽d第鲁而1¨圳l。≤(2一a)(3—2口)⋯<n一(B一)a)““
。”。、

等怕一口o。，n=1，2，3，⋯． (8)

其中卢=竿芝，易知地等=o，故必存在自然数l—a —o n!

no,使得翁<J，HpA’是紧算子，由紧算子理论，A”
在C[，，E]有惟一不动点“+，即A”u’=u‘。等式两

端用A作用，有AmAu’=Au+，这说明Au’也是Aw

的不动点。由于A”不动点是惟一的，故有At,’=

u+，即u‘是算子方程Au=u在C[，，E]中的惟一

解。

3 算 例

E是实Banach空间，P是E中的正规锥，考虑E

中的奇异积分方程

“(￡)=r i‘；÷!玖s，u(s))ds；Au(￡)， (9)

其中＆￡【0，1)，，=[0，1]，，：，X皇-+E且珏∈

C[，，E]，若下列条件成立：

(I)Vt∈，’，(t，u)关于“是单调递增的，且

jM>0，使得

，(f，“)-f(￡，。)≤211(“一口)，VⅡ，口E E，u≥口，

其中“≤”是P中的半序关系，

(II小￡，0)≥0，
(m)k(I，s)≥0，VO≤j≤￡≤1且K=

max≈(￡，s)<+∞，

则由定理1可以证得，若条件(I)，(1I)，(Ⅲ)都成

立，方程(9)有惟一解“‘(；)≥0(t E，)，并且V』

E C[，，E]，』(t)≥0(‘E，)，迭代序列iA"x}收敛到

u’，另外，有如下估计式：

IIA'x(f)-n可圳c《蛋[一I[AO(f)II c圳圳c]’
其中．日=MKN(1一d)～，日(f)；o(t∈，)，Jj·JJ。

是c[，，E]中的范数。
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