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Banach空问中混合积分微分方程周期边值问题
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摘要：利用半序方法和单调迭代研究了Banach空问中混合积分微分方程周期问题解的存在性、最大解、最小解与相

应的迭代逼近序列。所得结果仅使用了上解或下解单独存在的条件，推广和改进了某些已知结果。

关键词：积分微分方程；上下解；单调迭代方法；半序理论；Banach空间

中图分类号：O 177．91 文献标识码：A

Periodic boundary value problem for integro-differential equations of

mixed type in Banach spaces

WANG Xiu—rong，SONG Guang—xing

(College。of Mathematics and Computational Science讥China University of Petroleum，

．Dongying257061，Shandong Province，China)

Abstract：The exsitence of souhions of periodic boundary value problem for nonlinear integro-differential equations of mixed

type in Banach spaces were studied by using paaial order method and the monotone iterative method when only exsitence of

one upper solution or one lower solution and some other condtions．And its maximal and minimal solutions were obtained．

The results presented extend and improve the recent results． ·

Key words：integro·differential equation；upper and lower solution；monotone iterative technique；partial order theory；Ba—

nach space

利用上下解方法与单调迭代法研究非线性混合

型积分微分方程问题已取得了许多成果，但关于混合

型一阶微分积分方程周期边值问题(PBVP)中最大

解、最小解的存在问题研究不多。文献[1]，[2]讨论

了在Banach空问中锥P为正则锥且上、下解都存在

的情况，文献[3]讨论了Banach空间中锥P为正规锥

且上下解都存在的情况。笔者主要是在Banach空间

中锥P为正规锥且上、下解只存在其一的情况下利用

单调迭代法对混合型一阶微分积分方程周期边值问

题中最大解、最小解的存在问题进行讨论，以对文献

[1]“3]的某些定理进行改进和推广。

1预备知识和引理

本文中假定E是实Banach空间，¨||是E中的

范数J=[0，2,rr]，在实Banach空间中考虑混合型

一阶积分微分方程的周期边值问题

，J-u
7

i八‘，鼍，．I，Su)，‘∈J， (1)
tu(O)=“(2霄)．

‘。

其中f∈C[J×E×E×E，E]，并且

Tu(f)=l J|}(t，s)"(s)ds，

Su(t)=I．^(t，s)n(s)ds，k(t，s)∈c[D，R+]，

h∈C[J×J，E]，D={(t，s)∈J×J，t≥s}。

令ko=max{k(t，s)：(t，s)∈D}，ho=max{h(t，s)；

(t，s)∈J×J}， ．

记c[．，，E]={“I n(t)：．，一E在．，上连续}，c1[t，，

E]={It l“(t)在．，上有一阶导数}，对“=“(t)∈

C[I，E]，||ulI。=maxllu(t)忆显然cEJ，E]在IlⅡ忆

下为Banach空间。
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设P是E中的锥，“≤”是由P导出的半序，对u

=u(t)，移=秽(t)∈C[J，E]，若对任何t∈．，有M(t)

≤影(t)，则记做Ⅱ≤t，。
‘

称P是正规的，如果存在常数Ⅳ>0满足0≤算

≤)，哥lIxlI≤NllylI；

称P是正则的，如果E中每个按序有上界的递

增序列必有极限，即若{戈。}c E满足

彳1≤X2≤⋯≤茗。≤⋯≤Y，

其中，，是E中某元素，必有石∈E使Ik一菇||叶o(n

_∞)。

引理1‘45
3

设p∈C1[．，，E]满足

P’≤一^印一N印一Ⅳlsp，Vt∈．，；p(o)≤p(21r)，

其中g>0，N≥0，Ⅳ，≥0是满足下列条件之一的

常数：

{_2竹(舭。+Ⅳ一训e删一1)≤M， (2)
【2丌(M+21rNko+21TNlho)≤1，

则p(t)≤0，Vt Ei Z

引理2‘4’5
3

设H c C[J，E]是可数的有界集，

则Or．(H(￡))∈L[．，，R+]并且

d({j二名(￡)d￡：髫∈H))≤2fa(日(￡))df．
引理3‘4j1 若Ⅳ是c[．，，E]中的有界等度连续

集，定义m(￡)=a(曰(t))，t∈J，则m(t)是t∈J上

的连续函数，且a(jlⅣ(￡)d￡)≤fa(日(￡))d￡．
引理4 设观(￡)∈C[歹，R+]，8l≥O，82≥0，

且满足口l(e2呐一1)<n2，若

re(t)≤。。I『”m(s)山+口：I『m(s)出，≤。-上m(s)山+口2上m(5)出，
则m(‘)=0．

证明 令

m-(f)。上m(s)出，mz(￡)=m，(￡)e一啄，
则

m：(t)=(m：(t)一口2m1(t))e一叫≤O,1ml(2仃)e一掣，

那么

赢：(t)≤口。m，(2竹)【e一峥ds。=m，(2可)鲁(1一e一啷)，
因此

ml(2w)e一2Ⅱ啦=m2(2霄)≤m1(2霄)生(1一e一2”q)，
U,2

由于}(e2w屹一1)<l，则m。(2订)：0．口^
。

因此

m(￡)=0。Vt∈上

2 主要结果

为了方便起见，首先给出下列基本假设：

(日。)(i)存在u。E C1[‘，，E]使u’o≤八t，M。，

Zho，S配o)，Mo(0)≤Ⅱo(21r)；

(ii)存在秽o∈C1[．，，E]使口’o≥八t，％，n。，

勘o)，％(0)≥口o(2霄)。

(皿)(i)当t∈．，，“，口∈G={埘∈c[j，E]l埘

≥“o}，11,≥口时，

以t，“，Tu，Su)一以t，口，乃，S口)≥一M(M一秽)一^，r(M

一秽)一Ⅳ。5(珏一2，)； (3)

(ii)当t∈J，u，秽∈Q={埘∈C[．，，E]J t‘，≤

％}，“≥秽时式(4)成立。

这里M>0，N≥0，Ⅳl≥0是常数，满足式(2)

中任一式且有

Mo+N1ho<M； (4)

(羁)(i)存在g(t)∈C[‘，，E]使得Vu∈G有

以t，M，Tu，5“)+Mu<g(t)，t∈．，；

(ii)存在z(t)∈C[‘，，E]使得VM∈Q有八t，

“，孔，Su)+Mu>彳(￡)，t∈J。

(峨)存在常数c。≥0，c：≥0和c，≥0使得

a(八‘，，U，巩，乩)) ≤C1a(U。) +C2仅(％) +

C3a(以)对任何有界集u，，以，以c E，且盯(e”一

1)<r。此处

r=2[(c1+M)+41T(c2+2N)后o]，

2[(c1+J】If)+2竹(c2+2N)ko+21T^o(c3+2IVI)2霄e2训]

口一一—————了矿了—————一’e —l

定理1 设E是实Banaeh空间，P是E中的正

规锥。若条件(日。)(i)，(日：)(i)，(玩)(i)和(峨)

满足，则PBVP(1)在G中有最小解M+且存在单调

递增序列{‰}∈G关于t∈J一致收敛于Ⅱ’。这里

M。(￡)(n=1，2，⋯，)满足

“t)=e-Mt(南n趾小)一Ⅳ州旷
Ⅳl|sn。(s)]e肌ds+Ⅱ卧l(s)一Ⅳ几。(s)一

ⅣlSu。(s)]e肌ds)， (5)

其中

g。一·(s)=_，’(3，“。一，(s)，J，后(s，7-)Mn一-(r)dr，

上^(s，r)“。一t(r)ar J+Mun一-(s)+

Ⅳ上Ji}(")‰-(丁)打+Ⅳ-上而(∽)H川(r)dr·
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定理2 设E是实Banach空间，P是E中的正

规锥。若条件(琶)(ii)，(避)(ii)，(马)(ii)和(凰)

满足，则PBVP(1)在Q中有最小解t，+且存在单调

递增序列{％}∈Q关于t∈J一致收敛于秽‘。这里

％(t)(n=1，2，⋯)满足

u(t)=e一Ⅳ‘(出I『”[g。一。(s)一，、r7。。(s)一
ⅣISv。(s)]e舭ds+I：‰一-(s)一NTv。(s)一
．N，Sv。(s)]e肌ds 1，

其中

g。一。(s)=，($，IJn_1(s)，rJ|}(s，r)秽。一。(r)d丁，I『”^(s，
7-)％·(，-)d7I)+Mv州(s)+Ⅳ上．j}(”)％，(丁)打+

一21r

Ⅳ吐^(∽)‰l(z)dz·
定理3 设E是实Banach空间，P是E中的正

则锥。(玩)(i)，(也)(i)和(乜)’(i)满足，则定理1

成立。

定理4 设E是实Banach空间，P是E中的正

则锥。若条件(玩)(ii)，(皿)(ii)和(马)(ii)满足，

则定理2成立。

其中定理3与文献[2]中的定理2．1很类似，都

是在正则锥中讨论问题，但定理3只要求存在上解，

而定理2．1要求上、下解都存在。 ·

3 主要定理的证明

主要对定理1进行证明。

证明 首先考虑线性周期边值问题

r“’(t)+Mu(t)=一Ⅳ死(t)一ⅣlSu(t)+g(t)，

tu(0)=配(2叮r)．
· (6)

其中

g(#)=尺t，菇(￡)，rx(￡)，Sx(t))+Mx(t)+Ⅳ死(t)

+J7、r1Sx(t)．

显然方程(6)等价于

吣)_e-舭(矗jn小)一Ⅳ蛳)一
NlS“(s)]e肼。ds+I：[g(s)二NTu(s)一
N。s“(s)]e肌ds 1垒Fu(t)，

则算子F：c[j，E]一c[j，E]可得到0FM—n忆≤

—Nk—o+万N～1ho忆一秽忆V“，秽∈c[j，E]。电(吼)知F

是压缩算子，由Banach空间中的不动点定理，F有

惟一解秘∈C[歹，E]，这个解是PBVP(6)在c‘[歹，

E]的惟一解。令配=Ax(t)．，则当且仅当z(t)是A的

不动点即石(t)=Ax(t)时戈(t)是PBVP(1)的解。

令酩。；Au叫(玮=0，1，2⋯)，其中‰的表达式如式

(5)，下证

“o≤ul=Auo． (7)

由式(7)和(H，)(i)有

(11,o(t)一“1(t))7≤一M(11,o(￡)一ul(t))一

NT(uo(t)一n。(t))一Ⅳ，S(uo(t)一Ul(t))，

“o(0)一ⅡI(0)≤Mo(21T)一“l(21T)．

由式(2)及引理1，则有M。(t)一U。(t)≤0，即

“o≤ul，且“l∈G。

假设u¨，‰∈G，U¨≤U‘，则由式(6)及

(也)(i)知

(nI—u^一1)7(f)≤一M(ut—U^一1)(￡)一Ⅳ丁(U‘一

M^+I)一J7、r】S(11,^一M^+1)(f)，

(M^一“☆+1)(0)≤(U^一MI+1)(21T)．

由式(2)及引理1知

(MI—U^+1)(￡)≤0，t∈J，

即11,川∈G且“女≤U川。综上所述

Ⅱo≤Ul≤“2≤u3≤⋯≤M。≤⋯． (8)

令B={11,。I n=0，1，2⋯}，下证B有界且足相

对紧集。

由于t≥s，则e腑≥e胁。由{“。}非递减和

(也)(i)， ．

“。(￡)≤‰(f)≤e-Mr(南上[以叫川，几川，、P —1 w

Su n-1)+Mu川]e胁ds+l[以Ⅲ川，Tu川，Su州)+

Mun-t]e胁ds≤南上^(s)ds+
J^(5)ds，t E上 (9)

由式(9)和P的正规性知，{弘。}是c[．，，E]中的有

界序列。由(马)(i)知以t，Ⅱ。，Tu。，Su。)，t∈J(n=

0，1，2，⋯)是有界的，那么存在C。≥0使

l帆≠，珏。一1，Tu。一I，Su川)+Mu。一1一

NT(“。一u。一1)一Ⅳ1S(U。一“。一1)|f≤C0，

t∈J，n=0，l，2，⋯．

由u。的定义知，8在-，上是等度连续的。令m(t)=

a(B(t))=0c({u。l n=0，1，2，⋯})，由弓I理2和弓l

理3知，in(t)∈[t，，尺+]，且由(风)则有 ．

，’ 工霄

m(￡)≤扣气上a(If(删川，死川，sM川)+
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Mu。一1一NT(u。一Ⅱ。．1)一NlS(u。一“。一1)e一肼‘””，
一

乃=1，2，．．．})ds+2 l a(抓s，Ⅱ川，Tu州，Su叫)+

Mu。一l—NT(u。一u。一I)一NlS(u。一u。一1)e一肼‘“”，n=

1，2，．．I})as≤赢上[“【，(s，启(s)，TS(s)，
SB(s)))+Ma(B(s))+2Na(TB(s))+

2N1d(sB(s))]出+nn∽s，B(5)，TB(s)，SB(s))+
』l，0c(B(s))+2Net(TB(s))+2Nt仅(sB(s))1]ds．

(10)

其中

n(四(s))≤r后(s，r)a(B(丁))dr≤||}。rm(r)d丁，

a(SB(s))≤上^(叩)a(B(r))dr≤

kJD m(下)曲，V t∈工

由(凰)知上式等价于

嘶)≤南[(cl圳卜㈤山+
ko(c2+2N)L(2ax—s)m(s)ds+2,rrh。(c3+2N1)×

f”，n(s)ds】+2(c，+M)rm(s)ds+
2k。(c2+2N)jo(f—s)，n(s)ds+2h。(c3+2N1)￡x

r”m(s)出≤2(c。+肘)rm(s)击+2后。(c：+2N)×
2吨m(s)山+

业!±丝±!业!±掣±塾!!!±!型堡=!×2埘 1

’’

j[『”m(s)山=rfm(s)出+盯r“m(s)ds．
其中r，盯茬(玩)中有定义。

根糖引理4及(矾)有
m(5)=0，V t∈J，

即B={‰I n=0，I，2，⋯}是相对紧集，由{“。}的

单调性和锥P的正规性知，存在u‘∈c[1，E]使珏。

一U’(n_∞)且tt。≤M’。在式(5)中令n_∞可
得

H’=南r”If(叫’，死’渤．)+∥]?州“1’出+
上If(s，M+，Tu+，Su+)+MⅡ’]e一肼‘‘一5’ds·．

求导得

u⋯=八t，M‘，死’，su‘)，

即H+是PBVB(1)在G中的解。

若口∈G也是PBVB(1)的解，则口≥Ⅱ。且

秒7=以￡，t，，Tv，Sv)，秽(0)．-口(2叮r)． (11)

由式(6)和式(11)，利用数学归纳法可证

／／,。≤口，乃=1，2，⋯． (12)

在式(12)中令n_+∞，且P是正规锥，知址’≤口，

即u‘是PBVB(1)在G中的最小解。证毕。

注 定理2的证明与定理1类似，定理3由于

P是正则锥，根据正则锥的性质很容易证明存在“’

∈c[J，E]使得M。_÷u’(n．+∞)o

注 利用半序理论与单调迭代方法研究各类

方程解时，一般假设方程的上、下解都存在，本文只

使用了一个上解或下解，得出结果，推广了文献[1]

～[3]中的一些结果。
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