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结合广义Armijo步长搜索的带误差项的记忆梯度算法

孙清滢，桑兆阳，吕 炜

(中国石油大学数学与计算科学学院，山东东营257061)

摘要：对非线性无约束规划提出了结合广义Armijo步长搜索规则的一类带误差项的记忆梯度求鳃算法，在目标函数

梯度一致连续的条件下，证明了算法的全局收敛性，同时给出带误差项的结合拟-Newton方程的记忆梯度算法。数值

结果表明算法是有效的。
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Memory gradient method with errors and generalized Armijo step

SUN Qing—ying，SANG Zhao—yang，LO Wei

(College ofMathematics and Computational Science in China University ofPetroleum，Dongying 257061，China)

Abstract：A new class of memory gradient methods with el'l'Ors and generalized Armijo step size rule were proposed for non·

linear unconstrained optimization assuming that the gradient of the function is uniformly continuous．Its global convergence

property was proved．And a novel memory gradient method with quasi-Newton method and errors was given．Numerical re-

suits shOW that the new methods are efficient．

Key words：unconstrained optimization；memory gradient method with errors；generalized Armijo step size rule；global COIl—

vergence；numerical experiment

1问题的提出

考虑无约束优化问题：(p)minf(x)，其中

以X)：R“_R1是一阶连续可微函数。求解问题(p)

的共轭梯度法收敛速度快，存储量小，适于求解大

规模问题⋯。记g。=vf(x。)，它具有如下迭代形

式：

xI+l=工^+Aksk，

其中

『一gt， k=1，

sI==i．．g。+JB。S。一。，k≥2．L—g^+JB‘^一l， ≥．

式中，A。为步长，可通过某种策略确定；胁为参数，

不同算法的成不同，如FR，PR，HS共轭梯度法的

风值分别为

舻=IIg。112／IIg¨n

卢：“=(g：(g。一g¨))／lIg¨n

卢≯=(g：(g。一g；一。))／(d：一。(g。一g。一。))．

三者比较，FR算法具有较好的收敛性质，而后两者

数值表现差不多，都优于FR算法。

若不采取重开始技巧，标准共轭梯度法最多线

性收敛，然而重开始策略抛弃了算法沿前一搜索方

向得到的二阶信息，且在数值上重开始时函数的即

刻下降量常小于不重开始时函数的即刻下降鼍。故

文献[2—4]中研究了三项共轭梯度法，三项共轭

梯度法是共轭梯度法的推广。记忆梯度法是共轭梯

度法的变形与改进，三项记忆梯度法是记忆梯度法

的推广，文献[5—6]中研究了一类数值效果有效的

三项记忆梯度下降算法，算法搜索方向中的参数取

值是一个区问。然而，由于计算机的舍人误差和随机

产生的误差常常破坏搜索方向的下降性，因此研究

带误差项的算法具有实际应用价值。对于此问题的
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研究，Bertsekas和TsitsiklisL．¨对带误差项的梯度算

法在发散级数步长搜索下给出算法的全局收敛性分

析，但算法收敛分析过程需要一个较强的假设条

件，即．厂(工)的梯度V八X)满足Lipschitz条件，即

存在常数L>0使得

Il v．厂(工)一V．厂(i)II≤L|Iz—jII，V工，j E R“．

本文中研究带误差项的一类新的记忆梯度算

法，算法中参数的取值范围比文献[5—6]中的更

大，并在V八工)一致连续和结合广义Armijo步长

搜索条件下讨论算法的全局收敛性，同时给出带误

差项的结合拟．Newton方程的记忆梯度算法。

2 带误差项的记忆梯度算法

带误差项的记忆梯度算法(MGME)的迭代形

式为

zI+1=工‘+A‘(s^+W^)． (1)

(a)主方向：

s^=一V八工I)+卢IsI—l， (2)

其中风满足

f V八吒)1 vAxt)>慨V以也)7s¨I，

【l Vf(x。)7dI l≥(1 cos0I l+It)慨ill V厂(x^)⋯Is¨||．
(3)

式中，△>0为参数；巩为vf(XI)和s¨的夹角。

(b)误差项w。满足

11w。忙饥(q+刚vf(X。)II)， (4)

其中P，q>0为常数，y。满足

∑7：<+∞，饥>o，k=1，2，⋯． (5)

由式(3)，仿文献[5—6]可取

|B。E[一色(zX)，声。(△)]， (6)

其中舭，=面拓错铲，
(7)删=面南耀掣．
(8)

(c)A。为步长，由下列规则确定：

如果V以屯)T(＆+w^)≥0，取AI=yI；否则，

取AI满足

√I工I+AI(sI+1．，^))≤八J^)+

{A肛l V八屯)7(&+w。)， (9)

o且A★≥予1或者 A^≥亍2Af>0．

其中Af满足

八X^+Af(sI+w★))>以xI)+

p2Af V八X‘)1(s^+w々)． (10)

式中，肛。，p2∈(0，1)且／．t1≤p2，予l，亍2>0为常数。

注 Y．H．Dai，L．Z．Liao在文献[9]中结合

共轭梯度算法与拟一Newton方程，得到结合拟

一Newton方程的参数pp埘刑。～的取法为

甜asi-Ne一：盘等墨＆，
5I—l，k一1

其中

dI一1=工I一工I一1，Y女一l 2 g^一gt一1．

结合以上参数，在MGME中可选取参数

pt=argmin{I卢一卢Pt“i-N哪”l：卢∈[一匦(△)，

反(A)]}，

从而得到结合拟-Newton方程的带误差项的记忆梯

度法，记为QGME。

引理l 若屯不是问题(p)的稳定点，成满足

式(6)一(8)，则有lk||≤ct|1 vf(以)1f，其中c，=1
1

+百。

证明 由s。的定义易证。

引理2 若邑不是问题(p)的稳定点，成满足

式(6)～(8)，则有vf(z^)^T≤一cz 8 Vf(‰)n其

中c：=南。
证明 分两种情况证明。

(a)k=1，显然成立。

(b)k≥2，由吼的定义和式(3)知

vAx‘)7墨^=一II v八工I)||2+届‘vAx^)7吼一l≤

一Il V“工I)112+I卢^vf(x^)7sI—l l≤

一I|Vf(x。)02+I成㈨Vf(x。)㈣s¨||≤

-ll V肌){12+粼≤
刈V觚刈2一普揣．
因此

V肌n。≤一啬尝赫№她川2．
再由南≤高剁冶知
Vf(屯)’吼≤一南o vf(屯)怦证毕。
设集合，={k∈N vAxt)7(譬I+’．，t)≥0}，
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集合J=N＼I，其中N={1，2，⋯}。

引理3算法中，假设风满足式(6)一(8)，tc，。

满足式(4)，(5)，则当k∈，充分大时有

0 vf<x。)Il≤tryt，其中矿>0为常数，进而

，l，im， vf(xI)=0。

证明 Vk∈，，由，的定义知

一Vf(xI)TIs‘≤vf(‰)7’．，I．

由引理2知

一V以z％)。St≥cz 0 vf(工。)112． (11)

由式(4)知

vf(工^)1‘wI≤||vf(X。)l|Il’．，^Il≤YkqIl vf(工。)lI+

TkPff vf(X。)||2． (12)

由式(10)一(12)得

c：if vAx。)ff2≤一V火丸)7＆≤Vf(x。)’W。≤

Ykq|I vf(X^)Il+yIp|I vf(z^)02，

即

(c2一y护){l Vf(X。)lI≤yt9．

由ye—O(k_十∞)知，3 or>0，当k∈，充分大时

有lI vf(x。)ll≤tryt，再由式(5)即得

，lfi口vf(屯)=o．证毕。

3 全局收敛性

定理1 设{X。}是由算法产生的无穷点列，

{以X。)}存在有限极限，如果存在一个开凸集D 3

{工。}。。Ⅳ使得vf<X)在D上一致连续，则

jim V八JI)=0。

证明 设jimf(x。)=f’，以下用反证法证明

Jim V八以)=0。

事实上，若否，则存在无穷指标集％cⅣ和‰

>0使得

I|vf(x。)lI≥so，V％∈Ko． (13)

由后o=(，n岛)u(J n％)知，当k∈，n％时，

由引理3知

川呱lim⋯ll Vf(xt)忙川j融。trAt=0，
故，n民最多只有无限个元素，不妨设，nro=多，

故ro c J，V k∈Ko c J。由引理2及式(5)知，当

k(k∈Ko)充分大时有

一V八XI)1‘(sI+'Pk)≥c2lI V八工I)112一lI Vf(x^)ll‘

7t(g+plI vf(工。)I|)=(cz—YkP)II vf(X。)02一

y。gII vf(X。)lI≥[(cz—YkP)eo—Ykq]||V以工I)m

(14)

由引理1及式(5)得

lIs☆+WI Il≤ct ll V八zt)Il+yI(g+pl|V以jk)0)≤

(c1+(7^q)／80+YkP)II V八xI)m (15)

由式(9)，(14)得

以工&)-f(xI+1)≥一p1AI vf(卫I)1。(s^+'．，I)≥

肛lAk[(c2一YkP)80一饥q圳vf(工^)0， (16)

令豇旦∞得
。。是墨。At 0 vf(xt)I|=0· (17)

由式(13)，(16)得

以zI)一以xI+1)≥一肛1A＆占o[(c2一YkP)占。一yIq]，

令后旦∞得
，!in， A^=0． (18)
IE硒，I_∞”

、 ’

由式(15)，(17)得

。。2嚣。At慨+Wk忙。。蔑盟。At(ct+ytq／e。+
YkP)II V八工I)11=0．

因此

I。五l。i，mI—+。AI I[s^+M，I f}=0· (19)

由式(18)知，当k(k E K)充分大时有A。<7。，从

而AI≥予2Ak’，而Af满足式(10)，设xol=xI+Af

(se+'．，^)。由式(18)，(19)及A^≥予2Ak+知，k∈

％充分大时有

。。乏霉Af=0，且。。芝墨。A汕t+'．'t忙0k---,。 ·

^E％。
” ‘∈‰。t_+∞⋯o ¨。

因而

。。芝墨。恬-·一工tI|=0·

令Pf=x了』笔考i芑；然，后∈民，由式
(10)得

pf<肛2<1． (20)

由式(5)，(13)一(15)得

川lim⋯sup k一1 I=

li⋯p f磐篮璺擎趔一1 l：
‘e硒t‘乓I Ak’V八XI)1(sI+w^) ‘I。limsup]型镞鬟掣|≤
1：

|J V八靠)一V以XI)||(cl+’，护+竹q／氏)
UmsUD—————————了———————■——————————————一=
‘6铀^-4-aa L C2—7kP，80一7tg

0． (21)

其中孝f=工t+0I(Xk’+l—z^)，0<0I<1。由式(21)

知pf=1，11黼(20)矛盾。故蚀0 vf(x。)0=0·
证毕。
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定理2 设{工。}是由算法产生的无穷点列，如

果存在一个开凸集D 2{‰}；。Ⅳ，使得vf(X)在D

上一致连续，则或者jimf(x。)=一∞或者

!im V八工I)=0。

证明 当后∈，nⅣ充分大时，由引理l，引理

3及式(4)，(5)知

7tIls^+'．，Il|≤7^[c。0 vf(工^))|I+

yI(plI V八z々))Il+g)]≤y：[O'C。+仃pyI+g]．

(22)

由式(22)及中值定理得

以工I+1)一八工女)=yI(vf(工I+Oky^(s^+w，^))一

vf(z☆))T(sI+W^)+yI vf(X^)T(s‘+W＆)≤

y^lIsI+'．，^I|(|l vf(工＆+Oky^(s^+’．，々))一

vf(工I)JJ+|l vf(工I)l|)≤y；(仃cl+o'py＆+q)×

(1l vf(zI+Oky^(sI+H，^))一V八．17女)lI+盯y々)．

(23)

其中0<0。<1。由式(22)，(23)及vf(x)的一致

连续性知，当矗充分大时，存在矿。>0使得

八xI+1)一尺x^)≤盯ly^2． (24)

当Ij}∈’，n N时，由式(9)易得，当Ij}充分大时了口：

>0使得

厂(x女+1)一八工^)≤0≤盯272^． (25)

取盯3=max{矿l，矿2}，由式(24)，(25)易得

八zk+1)一八xt)≤盯3y：，V k∈Ⅳ． (26)

令瓦=盯，∑谚，则当后充分大时有

以工^+1)+瓦+l≤以工^)+巩．

由式(26)知，当七充分大时，{以屯)+Tk}单调下

降，再由瓦一O(．j}_∞)知，或者iiH以工。)=一∞，

或者{八z。)}存在有限极限，此时由定理1知

lim V八工t)=0。证毕。

4 数值试验

选择文献[8]中的几个算例，在PIII．933计算

机上对本文中算法进行数值试验。利用Matlab编制

程序，并与FR，PR，HS共轭梯度法进行比较。
∞ ∞ 1

取∑诟=∑吉，肛。=他=0．25，A。取为
^2I ^21 ’p

{1，P,P2，P3，⋯}满足式(9)的最大者，其中P=

雨1，a=0．067；用tl表示pPi№””∈[一色(△)，
风(△)]的迭代次数，％表示算法的迭代次数，r表

示迭代所用时间厶表示目标函数的最优值，在精

度要求fI v八x。)I|≤lo～，10。下给出计算结果。

侈0 1厂(z)=10(x：一戈2)2+(1一戈。)2+9(x4

一戈；)2+(1一搿3)2+10．1((名2—1)2+(z4—1)2)

+19．8(石2—1)(并4一1)．

初时点工-?(一3，一1，一3，一1)7，最优点工。pt

=(1，1，1，1)以x。。)=00计算结果见表1。
表1 例1的计算结果

Table 1 Calculated results of cllse 1

例2以善)=∑[(x：；一茗：2¨)2+(1一
l=J

茗2f_1)2]．

维数N=120，初时点z。=(一1．2，1，⋯，一

1．2，1)1’，最优点工opl=(1，1，⋯，1)以zopt)=00计
算结果见表2。

表2例2的计算结果

Table 2 Calculated results of case 2

例3 Ax)=∑[(％一，+10x。m)2+5(x。H一

Ⅳ4f)2+(石4i，2—2菇4i一1)2+10(x舢一3一茗4f)4]．

维数N=60，初时点工，=(3，一1，0，3，⋯，3，

一1，0，3)1’，最优点x。pI=(0，0，⋯，0)以工。pt)=0。
计算结果见表3。

表3 例3的计算结果

Table 3 Calculated results of case 3

Q=

例4八工)=工’Qx—zlb，其中，

96．45

53．23

78．98

61．33

53．23

45．93

62．14

45．11

78．98

62．14

89．14

62．45

61．33

45．11

62．45

47．05
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b=(1，4，2，3)‘．

初时点zl=(0，0，0，0)1’，最优点x。。=

(0．1304，0．824 5，一0．406 8，一0．388 6)1以x。。。)

=一0．7245。计算结果见表4。

表4 例4的计算结果

Table 4 Calculated results of case 4

算法 ％ ％T／s 厶
FR 148，265 0．1560，0．2660 —0．7245，一0．7245

HS 698，1 251 0．6400．1．1400 —0．7244。一0．7245

PR 137，211 0．1400，0．2500 —0．7245，一0．7245

MGME 154．249 n】560，n 2340 一o．7244，一0．7245

垒生竺兰!!：!三 !：：丝 堡竺!!：竖翌!! ：竺：Z!兰!：：Q：!丝!

例5 火x)=(石l+10x2)2十5(菇3一名4)2+(石2

—2x3)4+10(xl—X4)4．、

初时点x。=(3，一1，0，1)1。，最优点工。=(0，

0，0，0)’以工opt)=o计算结果见表5。
表5 例5的计算结果

Table 5 Calculated results of ease 5

计算结果表明新算法是有效的，在广义Armijo

步长搜索下，MGME和QGME算法在迭代次数和

CPU时间上都比较少，计算精度较高。另外，区间[一

色(△)，反(△)]的范围较大，届P涮圳～“大部分落在

区间[一色(△)，反(△)]内。
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