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黏弹性流体环空内脉动层流流动的理论解析
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摘要:结合运动方程和本构方程,建立同心环空内上随体 Maxwell 型黏弹性流体在周期性压力梯度作用下脉动层流

流动的数学模型,采用固有函数法对模型进行理论求解,得到环空内的速度分布,并讨论各种因素对环空内速度分

布的影响。 结果表明:受周期性压力梯度作用的影响,环空内的速度随时间呈周期性变化;流体的弹性作用使环空

内的速度剖面具有显著区别于牛顿流体的特征。
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Theoretical analysis of pulsating laminar flow of viscoelastic
fluid in annuli

HUANG Shan鄄bo1, LI Zhao鄄min2

(1. College of Pipeline and Civil Engineering in China University of Petroleum, Qingdao 266555, China;
2. School of Petroleum Engineering in China University of Petroleum, Qingdao 266555, China)

Abstract: By combining the momentum equation and the constitutive equation, a mathematical model for the pulsating lami鄄
nar flow of the upper鄄convected Maxwell viscoelastic fluid under periodic pressure gradient in concentric annuli was set up.
The velocity profile was obtained by using the intrinsic function method and the factors influencing the velocity profile were
discussed. The results show that the velocity in annuli changes periodically with time due to the periodic pressure gradient.
Fluid elasticity is responsible for the difference of velocity profile for Newtonian fluid and non鄄Newtonian fluid.
Key words: pulsating flow; viscoelastic fluid; Maxwell fluid; annuli; periodic pressure gradient

摇 摇 横截面积均匀一致的同心环空内的流动现象在

化学、食品、石油、环境保护等工业领域内有广泛的

应用背景。 同心环空内牛顿流体与非牛顿流体的定

常流动规律已研究得比较充分[1鄄8],而在平均值不为

零的周期性压力梯度作用下的同心环空内的非定常

脉动流中,由于脉动流的物理机制复杂,并具有一定

的非常规特性,使这方面的研究具有一定的难度。
目前,对圆管内的非定常脉动流已有一定的研究基

础[9鄄16],而对同心环空内的脉动流,特别是黏弹性流

体在同心环空内脉动流的研究报道尚不多见。 笔者

以上随体 Maxwell 型黏弹性流体为研究对象,通过

理论分析的方法得到其在同心环空内充分发展的层

流脉动流的分析解。

1摇 物理及数学模型

在如图 1 所示的同心环空内,常物性、不可压缩

的黏弹性流体在如下的周期性压力梯度作用下产生

了脉动流:

- 鄣p
鄣z = pz + pAexp(i棕t) . (1)

式中,pz 为环空内的平均压力梯度,Pa / m;pA 为压力

梯度脉动的振幅,Pa / m;棕 为脉动的频率,s -1。
忽略黏性耗散效应,并假设流动为已充分发展

的层流流动,环空内的速度场可表示为

摇 ur = u兹 = 0,uz = u( r,t) . (2)
这样,柱坐标下黏弹性流体的运动方程可简化为
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摇 籽 鄣u
鄣t = 1

r
鄣
鄣r( r子 rz) - 鄣p

鄣z . (3)

式中,子 rz 为剪切应力分量。

图 1摇 同心环空的物理模型

Fig. 1摇 Physical model of concentric annuli

采用上随体 Maxwell 模型作为黏弹性流体的本

构方程:

摇 T + 姿T
塄
= 浊0A. (4)

式中,T 为偏应力张量;A 为一阶 Rinlin鄄Erickson 张

量;姿 为黏弹性流体的松弛时间,s;浊0 为流体的零剪

切黏度,Pa·s;塄 为上随体导数。
根据同心环空轴对称的特点,柱坐标系下本构

方程中的 子 rz 可简化为

摇 子 rz + 姿
鄣子 rz

鄣t = 浊0
鄣u
鄣r . (5)

由运动方程(3) 和本构方程(5) 可以得到

籽 姿 鄣2u
鄣t2

+ 鄣u
鄣( )t = pz + pA(1 + i姿棕)exp(i棕t) +

浊0
鄣2u
鄣r2

+ 1
r

鄣u
鄣( )r . (6)

方程(6) 应满足的定解条件为

环空内壁面 r = R i 处, u(R i,t) = 0;
环空外壁面 r = Ro 处, u(Ro,t) = 0;
初始条件 u( r,0) = 0.

这就是黏弹性流体环空内脉动流的数学模型。

2摇 数学模型的求解

为便于分析,定义如下无量纲参数:

摇 軈u = u
uc

=
浊0u
pzR2

o
, 軃t = t

tc
=
浊0 t
籽R2

o
, 軃r = r

Ro
. (7)

式中,uc 为特征速度,m / s;tc 为特征时间,s。
将各无量纲参数代入数学模型(6) 中整理后得

摇 Ha 鄣2軈u
鄣軃t2

+ 鄣軈u
鄣軃t = 鄣2軈u

鄣軃r2
+ 1

軃r
鄣軈u
鄣軃r

+ Fp(軃t) . (8)

定解条件为

軈u(琢,軃t) = 0, 軈u(1,軃t) = 0, 軈u(軃r,0) = 0.
其中

Fp(軃t) = 1 + A(1 + iHaRev)exp(iRev軃t),

Ha =
姿浊0

籽R2
o
, Rev = 籽棕R2

o / 浊0, A = pA / pz, 琢 = R i / Ro .

式中,Fp(軃t) 为非齐次项;Ha 是表征黏弹性流体弹性

和黏性相对大小的无量纲参数;Rev 为脉动雷诺数;
A为压力梯度脉动的无量纲振幅;琢为环空内外半径

之比。
方程(8) 为二阶非齐次线性偏微分方程,采用

固有函数法[17] 进行求解。 首先,通过分离变量法得

到如下的本征函数:
R0(茁m,軃r) = Y0(茁m)J0(茁m軃r) - J0(茁m)Y0(茁m軃r) . (9)
式中,茁m 为 Y0(茁m)J0(琢茁m) - J0(茁m)Y0(琢茁m) = 0的

正零点。
将解 軈u(軃r,軃t)、非齐次项 Fp(軃t) 按本征函数展开:

軈u(軃r,軃t) = 移
肄

m = 1
Tm(軃t)R0(茁m,軃r), (10)

Fp(軃t) = 移
肄

m = 1
fm(軃t)R0(茁m,軃r) . (11)

将式(10)、(11) 代入到方程(8) 中,整理得

d2Tm(軃t)
d軃t2

+ 1
Ha

dTm(軃t)
d軃t +

茁2
m

HaTm(軃t) =
fm(軃t)
Ha . (12)

其中

fm(軃t) =
仔J0(茁m琢)

J0(茁m琢) + J0(茁m)
[1 + A(1 +

iHaRev)exp(iRev軃t)] .
将初始条件按本征函数展开得

摇 Tm(0) = 0. (13)
方程(12) 为二阶非齐次线性常微分方程,式

(13) 是其定解条件之一。 为保证解的唯一性还需

补充一个定解条件。 为此,假设在初始时刻 Tm(軃t)
为 軃t 的线性函数,由方程(12) 和(13) 得到另一个定

解条件为

dTm(軃t)
d軃t 軃t = 0

=
仔J0(茁m琢)

J0(茁m琢) + J0(茁m)
[1 + A(1 +

iHaRev)] . (14)
联立式(12) ~ (14) 可解得 Tm(軃t),将 Tm(軃t) 代

入到式(10) 后,取表达式中的实部就是环空内脉动

流时的速度分布表达式

軈u(軃r,軃t) = 移
1-4Ha茁2m > 0

Cm(軃r)[Tms1 + ATma1(軃t)] +

移
1-4Ha茁2m = 0

Cm(軃r)[Tms2 + ATma2(軃t)] +

移
1-4Ha茁2m < 0

Cm(軃r)[Tms3 + ATma3(軃t)], (15)

其中

Cm(軃r) =
仔J0(茁m琢)R0(茁m,軃r)
J0(茁m琢) + J0(茁m)

,
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Tms1(軃t) =
1
茁2

m
-
r2 + 茁2

m

r2 - r1
exp( r1軃t) +

r1 + 茁2
m

r2 - r1
exp( r2軃t) +æ

è
ç

ö
ø
÷1 ,

Tma1(軃t) =
茁2

m T1(軃t) - [HaRev(茁2
m - HaRe2v) - Rev]sin (Rev軃t)

(茁2
m - HaRe2v) 2 + Re2v

,

T1(軃t) = -
r2 + 茁2

m - HaRe2v
r2 - r1

exp( r1軃t) +

r1 + 茁2
m - HaRe2v
r2 - r1

exp( r2軃t) + cos (Rev軃t),

Tms2(軃t) = 1
茁2
m
[ - exp( - a軃t) + (a + 茁2

m)軃texp(a軃t) + 1],

Tma2(軃t) =
茁2

m T2(軃t) - [HaRev(茁2
m - HaRe2v) - Rev]sin (Rev軃t)

(茁2
m - HaRe2v) 2 + Re2v

,

T2(軃t) = - exp(a軃t) + (a + 茁2
m - HaRe2v)軃texp(a軃t) +

cos (Rev軃t),

Tms3(軃t) = 1
茁2
m

1 + exp(a軃t) - cos (b軃t) +
a + 茁2

m

b sin (b軃tæ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú) ,

Tma3(軃t) =
茁2

m T3(軃t) - [HaRev(茁2
m - HaRe2v) - Rev]sin (Rev軃t)

(茁2
m - HaRe2v) 2 + Re2v

,

T3(軃t) = exp(a軃t) - cos (b軃t) +
a + 茁2

m - HaRe2v
b sin (b軃tæ

è
ç

ö
ø
÷) +

cos (Rev軃t),

r1 =
- 1 + 1 - 4Ha茁2

m

2Ha , r2 =
- 1 - 1 - 4Ha茁2

m

2Ha ,

a = - 1
2Ha, b =

4Ha茁2
m - 1

2Ha .

3摇 计算结果分析

3郾 1摇 脉动流速度构成特点

由式(15) 可以看出,黏弹性流体环空脉动流的

速度分布是由 3 项构成的,其中空间项 Cm(軃r) 反映

了速度在空间的分布规律,时间项 Tmi(軃t)( i = 1,2,
3) 则体现了速度随时间的变化规律。 时间项Tmi(軃t)
又由两项构成,其中 Tmsi(軃t) 项中不含有 Rev,反映了

平均压力梯度对速度分布的的贡献;Tmai(軃t) 项中含

有 Rev,反映了脉动压力梯度对速度的贡献。 这样,
环空内的速度分布实际上是由两个分速度叠加构成

的:一是在平均压力梯度作用下的分速度;二是在脉

动压力梯度作用下的脉动分速度。
3. 2摇 几种极限情形

通过对若干极限情形的分析,可以间接地验证

上述推导过程的准确性。
当 Rev = 0、A = 0 时,环空内的脉动流就变为黏

弹流体的起动流,速度分布式(15) 就变为

軈u(軃r,軃t) = 移
1-4Ha茁2m > 0

Cm(軃r)Tms1(軃t) + 移
1+4Ha茁2m = 0

Cm(軃r)Tms2(軃t) +

移
1-4Ha茁2m < 0

Cm(軃r)Tms3(軃t),

这与文献[18] 中的结果是一致的。
当 Ha 寅0(姿 寅0) 时,黏弹性流体就变为纯黏

性流体,此时速度分布为

軈u(軃r,軃t) =移
肄

m = 1

仔J0(茁m琢)R0(茁m軃r)
J0(茁m琢) + J0(茁m

[)
1 - exp( - 茁2

m軃t)
茁2

m
+

A(exp(iRev軃t) - exp( - 茁2
m軃t))

茁2
m + iRe ]

v
. (16)

这是牛顿流体环空内脉动流时的速度分布。 当 琢 寅
0 时,式(16) 就变为

軈u(軃r,軃t) = 移
肄

m = 1

2J0(茁m軃r)
茁mJ1(茁m)

[a(軃t) + ib(軃t)] . (17)

此即牛顿流体管内脉动流时的速度分布, 与文献

[19] 中的结果一致。
当 琢 寅 0 时,黏弹性流体环空内的脉动流就变

为黏弹性流体管内脉动流,速度分布(15) 变为

軈u(軃r,軃t) = 移
1-4Ha茁2m > 0

J0(茁m軃r)
茁mJ1(茁m)

[Tms1 + ATma1(軃t)] +

移
1-4Ha茁2m = 0

J0(茁m軃r)
茁mJ1(茁m)

[Tms2 + ATma2(軃t)] +

移
1-4Ha茁2m < 0

J0(茁m軃r)
茁mJ1(茁m)

[Tms3 + ATma3(軃t)] . (18)

3郾 3摇 速度分布规律

其他条件相同时(Rev = 5郾 0、A = 0郾 4 和 琢 =
0郾 2) 不同黏弹性流体在一个稳定脉动周期内不同时

刻的速度剖面见图 2(Tc 为压力梯度的脉动周期)。
由图 2 可见,流体的弹性对环空内速度剖面的形状有

决定性的影响。 由图 2(a) 可知,当 Ha 数较小时,流
体的弹性效应不明显,此时环空内任一时刻的速度剖

面均近似于抛物型,各点的速度变化同步,与稳态充

分发展流动和牛顿流体脉动流时的速度剖面相似。
但是,随着 Ha 数增加,流体弹性增强,速度剖面的抛

物线形状逐渐发生变化,环空内各位置处的速度变化

不再同步,某些时刻内壁面附近流体和外壁面附近流

体的流动方向相反,如图 2(b) 所示。 随着流体弹性

的进一步增强,速度剖面呈现出波浪形,而且流体弹

性越强,波数越多(图 2(c)、(d))。 显然,流体的弹性

是产生这种变化的根本原因。
脉动Rev 数对速度剖面的影响见图3(Ha = 1郾 0,
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A = 0郾 4,琢 = 0郾 2)。

图 2摇 不同黏弹性流体的速度剖面

Fig. 2摇 Velocity profile in annuli for different viscoelastic fluids

图 3摇 不同 Rev 数下环空内的速度剖面

Fig. 3摇 Velocity profile in annuli for different Rev number
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摇 摇 在 Rev 数较小、脉动较弱时,环空内各时刻的速

度分布均近似于牛顿流体的抛物线型分布。 随 Rev
数不断增加,速度剖面逐渐偏离抛物线型,各点的速

度变化也不再同步,并随 Rev 数增加而出现波浪形

分布,并且速度剖面波浪形的波数随脉动的增强而

逐渐增多。
压力脉动幅度对速度剖面的影响见图 4。 图 4

表明,脉动振幅基本上不改变环空内瞬时速度剖面

的形状,但会影响到环空内各点速度变化的幅度。
振幅越大,环空内各点速度变化的幅度就越大。

图 4摇 不同脉动振幅下环空内的速度剖面

Fig. 4摇 Velocity profile in annuli at different pulse amplitude

4摇 结摇 论

(1)黏弹性流体环空内的脉动流是由平均压力

梯度作用下的分速度和脉动压力梯度作用下的脉动

分速度构成的,是流体弹性和压力梯度脉动共同作

用的结果。
(2)表征流体弹性的 Ha 数和表征脉动的 Rev 数

对环空内速度剖面的影响规律相似。 随着 Ha 数和

Rev 数增加,环空内的速度剖面不再是抛物线型分布,
各位置处的速度变化也不再同步,速度剖面呈现出波

浪形,而且流体的弹性越强或压力梯度的脉动频率越

高,波数就越多。 脉动振幅的变化基本不改变速度剖

面的形状,但影响速度随时间的变化幅度。
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