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求解非线性优化问题的记忆梯度摄动投影算法

桑兆阳

(中国石油大学理学院．山东青岛266580)

摘要：利用摄动投影矩阵建立求解非线性约束优化问题的记忆梯度摄动投影下降算法，并证明算法的收敛性，同时

给出结合FR、PR、HS参数和拟牛顿方程的记忆梯度摄动投影算法，从而将经典的共轭梯度法推广用于求解约束优

化问题。数值结果表明算法是有效的。
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Memory gradient perturbed rosen projection method for nonlinear

programming with nonlinear inequality constraints’

SANG Zhao—yang

(College ofScierwe in China University ofPetroleum，Qingdao 266580，China)

Abstract：By using perturbed projection matrix，a new descent memory gradient perturbed projection nmthod for nonlinear

Constrained optimization problems wits developed The dobal convergence properties of the new method were discussed

Combining FR．PR．HS parameters andthe quasi·Newton equation withthe newmethod．four new classesofinemorygradient

perturbed projection methods were presented The classical conjugate gradient method is generalized for constrained optilniza—

tion problems．The numerical results show that the new method js effective
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Rosen梯度投影法”刮是求解非线性最优化问

题的基本方法，将其与其他方法结合，得到了许多

有效算法”]。超记忆梯度算法是求解无约束规划

的有效算法+由于算法在迭代中较多地利用了已经

得到的目标函数的某些信息，因而收敛速度快。将

此方法推广用于求解约束优化问题．可望改善现有

梯度投影算法的收敛速度。时贞军”·对无约束规

划提出了一种在Armijo步长搜索下较FR、PR共轭

梯度法有效的改进Hs共轭梯度算法。孙清滢”3提

出了一类新的求解无约束优化问题三项记忆梯度算

法，通过一个区间来确定方向参数的取值范围，以

保证目标函数的充分下降方向．并证明了算法的全

局收敛性。王宜举等”1对一般闭凸集约束下的优

化问题通过GLP投影建立了一族记忆梯度GLP投

影算法。笔者利用摄动投影矩阵，对求解无约束规

划的记忆梯度算法中的参数给出一个假设条件，以

保证得到目标函数的记忆梯度摄动投影下降方向．

从而建立求解非线性约束优化问题的记忆梯度摄动

投影下降算法，并证明算法的收敛性。

1问题、假设与算法

考虑问题(P)：minAx)，其中A={z∈R“I c，

(x)G0，i=1，2，⋯，m}满足：

(H1)：，(z)∈C1，q(z)∈C1，i=1，2，⋯，

m；

(H2)：Vz∈A，rank{7 c，(x)，i∈J0(x)}=

fJ。(』)1，其中矗(x)={i c。(x)=0，1≤i≤m}，

^(x)i表示厶(z)中元素的个数。

设JC{1，2，⋯，／／z}，若rank{7 c．(z)，i∈J}：
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，，x EA，记：

g=g(x)=一vAx)，

M(z)=h(x)，i eJj，

n。(j)=V c。(x)／I V cl(x)__，i∈J，

(1zi(r)，i∈，)7=(M(工)1以(J))。Nj(r)1。g(x)垒q

(X)， ·

元。(X)=rti(工)+占，g(x)，i∈上

M(z)=(i。(x)，i sJ)为M(j)之摄动，其中6，／>o，

满足：rank再，(z)=f，f。相应地有

(i。(x)，iE，)7=[奶(z)。丙J(J)]“7vl(x)19(z)垒i，
(z)．

此外令

Pj(工)=1-Nj(z)[Nj(J)。rNj(工)]。Ⅳ『(x)1；

芦，(z)=I-M(z)[丙，(z)7M(z)一矾(z)T．
对丙，(z)，芦，(z)有如下性质：

引理1口1 若rankM(z)=IJI，占jMJ(工)≠一1，
则必有rank丙，(J)=J|。

引理2”1若J]-Jo(X)，霹iJ(f)≤1，则当只

(x)g(x)=o且i』(x)≥O，gzi(j)ci(J)=o，i∈J时，

x是问题(P)的K—T点。 ‘

‘对问题(P)的非K—T点x。EA，J^D-Jo(x。)，设

6^I>0，使rank砜(屯)=I^。令
S；=芦．(z。)(g。+卢。以．)，

按下面条件选取参数成：

陋：pJ(工。)g。>I／3。g：芦』(工。)d。，I，

{g：P，(屯)[gk+卢。d川]≥(cos0^+△)／3^· (1)

㈨弓(扎)乳¨』芦，(屯)峨，忆
其中，zI>O，0。是芦“(x女)g(x女)和芦^(z女)d㈦的夹

角。

公式(1)实质上给出了鼠的取值范围，即

风e[书。，风]， (2)鲈蕊1 ·蹦，(3)
反=面丽南·厩II巧瓦(x瓦r)g习rII (4)

引理3若扎cA为问题(P)的非K-T点，／3r

满足式(2)、(3)、(4)，则IIstII≤【1+去J
芦，(z。)g。_I。

证明由S。及凤的定义，易证。

引理4若x。EA为问题(P)的非K—T点，反

满足式(2)、(3)、(4)，则g：s*≥番去||芦，(xk)鼠112。
证明由S。的定义和式(1)得

g：S。=g：芦，(x。)(g。+卢。d。)≥II；o，(z；)窖。Jj2

l卢*g：卢，(zt)dt。≥||p，(zt)gt rl 2一T：：i—；：T矛。Ts。
由上式可知

g：5。≥再]cIo。s。。orp。I+l+A△。，(黾)矾112≥r瓮×
If一(扎)鼠盯

求解非线性约束优化问题的记忆梯度摄动投影

算法(PMG)步骤如下：

(1)Vzo∈A，氏>O，／3>1，A>O，c>O，0<t<1，

do=0，令＆：=O：

(2)令^：=以。(zt)。如果det[Njk(x。)7N^

(x。)]≥氐，则转步骤(3)；否则，令6。：=瓯佃，转

步骤(2)：

(3)fi-算i“(z。)，芦^(z。)，如果p^(屯)g(z。)

=o，豇“(xk)≥0，五^(zI)1’。^(r^)=o，贝4停，x^为

(P)之K—T点，否则转步骤(4)；

(4)令

矾=芦“(扎)[g(‰)+／3。dr。]+奶。(扎)[矾7(‰)瓤。
(h)]。i^(xt)，

其中凤满足式(2)、(3)、(4)；6^和i“(j。)满足下
列条件(F)：

(I)g(屯)Tdt≥彘慨(屯)g(h)ni^
(札)。i^(x女)>O．

(1I)i。(z^)i。(X女)>10，V i∈，。，且等式成立

推出

面。(z^)>10，豇。(x女)i：(x^)=0，V i∈，女．

(Ⅲ)Vi E Jr，ni(以)1d。=i。(zI)一6,g(x^)1d。

盛患畿，且s膨删理-删配
(5)令3(k+I：Xk-}-Atdt，其中At是{c，号，参，⋯}中

满足下式的A之最大者：

札+A^d^∈A，且，(x女)-f(xI+Ad^)≥rag(x^)7d女，

置6。：ao，＆：=^+1，转步骤(2)。

注结合FR、PR、Hs共轭梯度算法，可给出下

列13。的选取方法：

卢。=argmin{卢—声≯：卢e[_卢。，声。])，

卢。=argmin{I／3-／3≯I：卢s[—口。，口。]}，

卢*=argmin{卢—芦?、：卢e[—归。，卢。]}，

舯雕8 2器川8= g：(g。-g。一，)

慨一。||2’
卢≯
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糕。从而，得到了结合FR,PR,HS算法
的记忆梯度摄动投影算法，分别记为PFR、PPR、

PHS。

求解无约束优化问题min，(z)的算法，包括拟

牛顿算法、有限记忆BFGS算法，其搜索方向d。可

表示为

B^d女=-g＆，

其中B。是一个正定矩阵，满足拟牛顿方程B。d。

2，I一1；g女=7f(工＆)；d^一l=J^一x^一1；Y^l=g^-g^一l。

因此

如‰=一[(曰。)一g。]◆。=_g。r、B。)～Y。=一gM。

R¨。m。。。一苎也：!型!型
”‘ 一d。T一肌1

结合以上参数，在PMG中可选取参数成为

卢。=argmin{J卢—芦?“”“⋯”：届e[—卢。，声。]}，

从而得到结合拟牛顿方程的记忆梯度摄动投影算

法，记作PQN。

2整体收敛性

引理5令S[R“为非空闭集，，：Ⅳ一R连续

可微，考虑问题mi!“z)。设{“}是PMG算法产生

的序列，{d。}为相应的方向序列，则不存在点列

{(z。，d。)}。满足下列条件：

(1)(r；，巩)坐(z，d)；
(2)]6>0，VA∈[0，6]，j k^，使Vk>k。，k∈

K有x^+Ad^∈S；

(3)g(xk)1d>0．

证明仿文献[3]之引理3，易证。

定理1若(H1)和(H2)成立，则算法PMG或

在有限步内停止于问题(P)的K—T点z；，或产生一

个无穷点列{屯}，设i为{J。}的一个极限点，且存

在子列{％}。满足：k兰!乌且^=J，Jo(x。)=厶，
V＆∈K，则当下述条件(H3)成立时，j必为问题

(P)的K—T点。

(H3)：j子列{6J(h)}。。一6，(j)及{6，

(x。)}。．—螗J(j)，且6』(i)，钆(i)满足引理1及(F)

中的条件(II)、(HI)(条件(Ⅲ)只要对厶(j)成立

即可)。

证明 由引理2及算法知仅证后半部分即可。

若算法产生无穷点列}r。}并满足定理的条件，由文

献[5]中命题可知det[M(r。)1N』(h)]>s，Vk s

K．令e坚三。得

det[N，(J女)‘ⅣJ(JI)]≥s>o

故rankNj(j)=l，。由(H3)、tJf理1可定义

i，(j)=[M(j)‘M(j)r一(引g(r)．
由引理3知}S。}。有界，故存在无穷子集凡’cK使

S。j5，。定义
d=S+“丙，(r)1砷，(z)一^肛)i』(J)

再由(HI)及6，(J。)的选法知

{i』(j^)}—兰二，i，(j)，{d々}!，d，6，(i)iJ(z)≤1，

且a满足(F)中的条件(11)，(1Ⅱ)，其巾∥cK’为

一无穷子集。显然，

g(i)7刁≥鑫㈣i)g(圳+i肛)。iJ(J)≥o-
若g(膏)7d=0，则PJ(j)g(j)=0 f_L“，(覃)。i，

(贾)=0，故五，(i)=0且五』(j)‘rf(i)=0．Ih引理2

知i为问题(P)的K—T点。否则，有g(x)。d>O，且

“扩孑∞：：|三篡，毗吐鲥叫耽
‘必存在6，>0，使VA∈[0，6l：：c。(i+Ad)<0。c。

(，)：非线性。Vie J，对非紧约束，由r。的连续性

知：j62>O，VA∈[o，62]有f，(j+A引<()，取6=

rain㈦，占：}，由{(r女，d。)}‘． _(j，d)Ⅻ埘VA∈

[0，剐，j^。，V^≥＆。，A∈F’7r Ci(xI+Ad。)≤0，对

所有非线性约束及紧约束成立又由．7 3 7。(j)知

上式对所有线性紧约束显然成、Z。从l帆当g

(j)。d>O时，引理5条件对子列{(z。，d．)b均成

立，矛盾，即只有g(t)ld=0：从而j为川题(P)的

K．T点。

3数值试验

当凤=O时，则得到施保吕1的算法．}E为PG。

另外，适当地选取6，和i，(．If)，还可以褂剑具体的

新方法。在算法中取

姒¨镀高默谢嚣瑚)『“，
其中西．：R+一R+为连续函数，R+=}A∈RfA>-0}，

满足： 、

由．(A)=0jA=0(i=1，2)

再取6，(z)=P，(x)P，P=(1，·一，1)‘ER’，P，(工)=

坚!墨盟生!兰!j
PIJI||g(x)If+1

则日I理1和{I理2成立，i^

(z。)、占，(工。)满足(F)。易见u{；x。l—K，』且以：，
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V女EK时．

i，(z^)一iJ(i)，‰)三南，训，
q(扎)——+“』(t)．

‘

批心，镞叠裂嬲魏∥i
sJ，则由巾。，c。的连续性知，jK‘cK，对V k∈K，

或者面。(J。)≤O，Vi E J：Ui(x)≤O；或者五。(工。)>0，

Vi∈，：Ui(z)>Oji^(％)—，i，(j)。故(H3)成
立，从而得到一类具体的算法。

选择文献『4]中的几个问题，在P一Ⅲ933机器

上利用MATLAB编制程序进行数值实验。在算法

PMG(取凤=fl女)、PG、PFR、PPR、PHS、PQN中，取△

=0 4，r=0．5，卢=2，C=1，咖．(t)=lOt(i=1，2)。

189

算结果见表1。

例1 minf0(x)=xZl+4x；，

s．t．一(j)=z2一zl≤0，

正(x)=1一xl一2x2≤0，

^(工)=一zI≤0

初始点zo=(0 8，0．8)，最优点J+=(0 5，0．25)，／

(j 4)=0．5。

例2 min^(x)=÷(xi—XlX2 Ji-X；)÷一x，，

S．t^(J)=z]一2≤0，

x．≥0，i=1，2，3．

初始点一=(1，1，1)，最优点z+=(0，0，2)以x 4)=

一2．．

例3 rainf0(x)=(z，一2)2+(z：一1)2，

S．t．^(x)=xl+x2—2≤0， ．

^(工)=zi—z2≤o．

两种精度条件(『卢J(h)g(x。)≤10，10。)下的汁 初始点zo=(o，o)，最优点x+=(1，1)以J 8)=1。

表1数值计算结果

Table 1 Numerical results

计算结果表明算法是有效的．新算法保留了梯

度投影算法的优点，加快了梯度投影算法的收敛速

度。
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