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基于信赖域技术和修正拟牛顿方程的
非单调超记忆梯度算法
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摘要:基于信赖域技术和修正拟牛顿方程,结合 Neng鄄Zhu Gu 非单调策略,设计新的求解无约束最优化问题的非单调

超记忆梯度算法,分析算法的收敛性和收敛速度。 新算法每次迭代节约了矩阵的存储量和计算量,算法稳定, 适于

求解大规模问题。 数值试验结果表明新算法是有效的。
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A non鄄monotone super鄄memory gradient method based on trust
region technique and modified quasi鄄Newton equation
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(1. Qingdao Hotel Management College, Qingdao 266100, China;
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Abstract:Based on trust region technique and modified quasi鄄Newton equation, by combining with Neng鄄Zhu Gu non鄄mono鄄
tone strategy, a new super鄄memory gradient method for unconstrained optimization problem was presented. The global and
convergence properties of the new method were proved. It saves the storage and computation of some matrixes in its iteration,
and is suitable for solving large scale optimization problems. The numerical results show that the new method is effective.
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1摇 问题的提出

考虑无约束最优化问题

min
x沂Rn

f(x), (1)

其中 f(x):Rn 寅 R1 是一阶连续可微函数。
求解问题(1) 的共轭梯度算法,结构简单,收敛

速度快,存储量小,适于求解大规模问题[1鄄2]。 记忆

梯度法[3] 是共轭梯度法的一种变形和改进,它具有

比共轭梯度法更快的收敛速度。 文献[4鄄6] 利用记

忆梯度法的基本思想,增加记忆项的项数,引入了超

记忆梯度算法。 由于这类方法在迭代中较多地利用

了已经得到的目标函数的某些信息,因而具有比梯

度法更快的收敛速度[7]。 但是记忆梯度法在每一

次迭代中需要作一次二维精确搜索,超记忆梯度法

在每一次迭代中需要作一次多维精确搜索,这一点

很不理想,为此很多文献[8鄄13] 对算法进行了改进。
最近,Shi 等[14] 结合信赖域技术提出了一类具有全

局收敛性和数值效果比 FR、PRP、HS、CD、DY 共轭

梯度算法好的新超记忆梯度单调下降算法。
非单调技术由于其有利于求解全局最优解和算

法的快速收敛而受到关注[15鄄19]。 Gu 等[16] 改进传

统非单调技术中的参考值的选取,提出了一种新的

非单调线搜索技术:
f(xk + 琢dk) 臆 Dk + 啄琢塄f(xk) Tdk, (2)

其中

Dk =
f(xk), k = 0,
浊Dk-1 + (1 - 浊) f(xk), k 逸1{ .

(3)

这里 啄 沂 (0,1),浊 沂 (0,1) 是两个参数。
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本文将结合Gu的非单调技术,对时贞军提出的

超记忆梯度算法改进,设计非单调超记忆梯度算法,
同时为了进一步减少算法的存贮量和计算量,提出

基于修正拟牛顿方程的 Bk 的一种稀疏对角修正形

式,即基于 Wei 等[20] 提出的新的修正拟牛顿方程

摇 Bk+1sk = 軃yk,或者 Hk+1 軃yk = sk . (4)
其中 軃yk = yk + Aksk,Ak 是一简单矩阵含有目标函数

的二阶信息,满足:Aksk =wk,wk =
vk

sTkuk
uk,vk = 2( fk -

fk+1) + (gk+1 + gk) Tsk,sTkuk 屹0。 给出 Ak 的两种取

法:

(i)Ak =
vk

椰sk椰2 I. (5)

(ii)Ak =
vk

(sTk yk) 2(ykyT
k ) . (6)

特别地,当 Ak = 0 时,则对应于拟牛顿方程。
基于式(4),给出Bk 的修正形式如下:设Bk-1 为

对角稀疏正定矩阵,令Bk =Bk-1 + 驻Bk-1,其中驻Bk-1

为对角矩阵, 为保证 Bk 的正定性, 限制 Bk =
diag(b1

k,b2
k,…,bn

k) 取值,即满足

0 < b 臆 bi
k 臆 軃b,i = 1,2,…,n. (7)

Bk 近似满足修正拟牛顿方程:

min
b臆bik臆軃b,i = 1,2,…,n

移
n

i = 1
((bi

k-1 + 驻bi
k-1) sik-1 - 軃yi

k- )1

2
. (8)

由式(8) 知,对 i = 1,2,…,n 有:
当 sik-1 屹0时,如果 b臆 軃yi

k-1 / sik-1 臆軃b,则取驻bi
k-1

= 軃yi
k-1 / sik-1 - bi

k-1;如果 軃yi
k-1 / sik-1 < b,则取 驻bi

k-1 = b

- bi
k-1;如果 軃yi

k-1 / sik-1 > 軃b,则取 驻bi
k-1 = 軃b - bi

k-1;当
sik-1 = 0 时,则取 驻bi

k-1 = 0。

2摇 算 摇 法

基于信赖域技术和修正拟牛顿方程的非单调超

记忆梯度算法(SM):
步骤 1摇 取 x0 沂 Rn,籽 沂 (0,1),滋 沂 (0,1),m

逸2,B0 = In,0 < b < 軃b 为常数,令 k: = 0。
步骤2摇 如果椰gk椰 = 0,则停止迭代;否则,转

步骤 2。
步骤 3摇 定义 mk 满足 0 臆 mk 臆 min{k,m}。
步骤4摇 xk+1 = xk + Pk(琢 k),其中琢 k 是{1,籽,籽2,

…} 中满足下式的最大者:
Dk - f(xk + Pk(琢))
qk(0) - qk(yk(琢))

逸 滋, (9)

其中 Dk 由式(3) 确定,Pk(琢) = Vkyk(琢),且 yk(琢)

是下列子问题的解:

min qk(y) = f(xk) + gT
kVky + 1

2 yTVT
k BkVky,

s. t. 椰Vky椰 臆-
琢gT

k dk

dT
k Bkdk

椰dk椰

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(10)

这里 y 沂 Rmk+1,dk = - B -1
k gk,Vk = (dk,驻xk-1,…,

驻xk-mk
) 沂 Rn伊(mk+1), 其中 驻xk-1 = xk - xk-1,…,

驻xk-mk
= xk-mk+1 - xk-mk

。
步骤 5摇 利用式(8) 修正 Bk 得到 Bk+1,令 k: =

k + 1,转步骤 2。
注 1摇 由于 Ak 有三种选择(5)、(6) 及 Ak = 0,

因此有三种不同的校正形式, 对应三种不同的算

法。 当 浊 = 0 时,则Dk = fk, 说明算法是单调下降算

法。
注 2摇 新算法的主要工作量集中在求解子问题

(10),而由于子问题(10) 维数一般不高(一般取 m
= 2,3即可) 且Bk 是实对称正定对角矩阵,因此子问

题(10) 的求解相对变得简便。
引理1摇 如果 yk(琢) 是式(10) 的解,则 qk(0) -

qk(yk(琢)) 逸 琢
2 ·

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

逸 琢軃b
2b2椰gk椰2。

证明 摇 由算法知,{Bk} 是稀疏对角正定矩阵,
因此 dT

k Bkdk > 0。 如果 軃yk = (y忆k,0,…,0) 沂 Rmk+1

且 y忆k =
- 琢gT

k dk

dT
k Bkdk

,则 yk 是式(10) 的一个可行解,注

意到 0 < 琢 臆1 知

qk(0) - qk(yk(琢)) 逸 qk(0) - qk(軃yk) = 琢
(gT

k dk) 2

dT
k Bkdk

-

1
2

琢gT
k dk

dT
k Bkd

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

2

dT
k Bkdk 逸 琢

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

-

1
2 琢

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

= 1
2 琢

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

逸 琢
2·

1
b 椰gk椰( )2

2

軃b椰dk椰2 逸

琢
2 ·

1
b 椰gk椰( )2

2

軃b 1
軃b 椰gk椰( )2

= 琢軃b
2b2椰gk椰2 .

3摇 全局收敛性

首先对目标函数 f(x) 做如下假设:
(H1) 目标函数 f(x) 在 Rn 上有下界。
(H2) 目标函数的梯度 g(x) =塄f(x) 在包含水

平集 L(x0)= {x沂Rn f(x) 臆 f(x0)} 的开凸集B上

Lipschitz连续,即存在 L > 0满足:椰g(x) - g(y)椰
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臆 L椰x - y椰,坌x,y 沂 B。
引理2摇 假设条件(H1) 和(H2) 成立,坌x,x +

p 沂 B,则 f(x + p) - f(x) 臆 g(x) Tp + 1
2 L椰p椰2。

引理3摇 假设条件(H1) 和(H2) 成立, {xk} 是

由算法产生的无穷点列,则有

(i) f(xk+1) 臆 Dk,坌k;
(ii) f(xk) 臆 Dk,坌k;
(iii){Dk} 是单调不增序列。
证明 摇 由式(9) 和引理 1 知

Dk - f(xk+1) 逸 滋(qk(0) - qk(yk(琢))) 逸

1
2 滋琢 k·

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

.

即

f(xk+1) 臆 Dk - 1
2 滋琢 k

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

臆

Dk - 1
2 滋琢 k

軃b
b2 椰gk椰2 . (11)

因此 f(xk+1) 臆 Dk,坌k。 由式(3) 和式(11) 知

Dk = 浊Dk-1 + (1 - 浊) f(xk) 逸 浊f(xk) +
(1 - 浊) f(xk) = f(xk) .
再由 D0 = f(x0) 知 f(xk) 臆 Dk,坌k。 由式(3) 和式

(11) 知

Dk = 浊Dk-1 + (1 - 浊) f(xk) 臆 浊Dk-1 +
(1 - 浊)Dk-1 = Dk-1, 坌k.
故{Dk} 是单调不增序列。

定理 1摇 假设(H1) 和(H2) 成立,{xk} 是由算

法产生的无穷迭代点列,则lim
k寅肄

椰gk椰 = 0。

证明 摇 (反证法) 假设结论不成立,则存在 着0

> 0 和无穷子集 K 奂 {1,2,…} 满足:
摇 椰gk椰 逸 着0, 坌k 沂 K. (12)

由式(3) 和式(11) 知

Dk+1 = 浊Dk + (1 - 浊) f(xk+1) 臆 浊Dk +

(1 - 浊) Dk - 1
2 滋琢 k

軃b
b2 ·椰xk椰( )2 =

Dk - 1
2 (1 - 浊)滋琢 k

軃b
b2 椰gk椰2 .

即

Dk+1 臆 Dk - 1
2 (1 - 浊)滋琢 k

軃b
b2 椰gk椰2 . (13)

由 f(x) 有下界,fk 臆 Dk 和式(13) 知,{Dk} 单调下

降且有下界,因而收敛, 因而有

摇 lim
k寅肄,k沂K

琢 k = 0. (14)

由式(9) 知

Dk - f(xk + Pk(琢 k / 籽))
qk(0) - qk(yk(琢 k / 籽))

< 滋, 坌k 沂 K. (15)

再由中值定理、式(14)、引理1和引理2,令琢 =
琢 k

籽 得

fk - f(xk + Pk(琢))
qk(0) - qk(yk(琢))

- 1 =

fk - f(xk + Pk(琢)) - qk(0) + qk(yk(琢))
qk(0) - qk(yk(琢))

臆

1
2 L椰Pk(琢)椰2 + 1

2
軃b椰Pk(琢)椰2

qk(0) - qk(yk(琢))
臆

1
2 (L + 軃b)椰Pk(琢)椰2

1
2 琢

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

臆

1
2 (L + 軃b)琢2(gT

k dk) 2椰dk椰2 / (dT
k Bkdk) 2

琢
2

(gT
k dk) 2

dT
k Bkdk

=

(L + 軃b)琢
椰dk椰2

dT
k Bkdk

臆(L + 軃b)
b 琢 寅0,(k沂K,k寅肄) .

(16)

故当 琢 臆
(1 - 滋)b
(L + 軃b) 时有

Dk - f(xk + Pk(琢))
qk(0) - qk(yk(琢))

逸
f(xk) - f(xk + Pk(琢))
qk(0) - qk(yk(琢))

逸

1 - L + 軃b
b 琢 逸 滋, 坌k 沂 K.

此与式(15) 矛盾。

4摇 线性收敛速度和超线性收敛速度

线性收敛速度分析需要以下假设条件:
(H3) f(x) 是强凸函数,即存在常数 r > 0 满足

f(x) > f(y) + g(y) T(x - y) +
1
2r椰x - y椰2, 坌x,y 沂 Rn . (17)

定理 2摇 设{xk,琢 k,gk} 是由算法产生的序列,
假设(H1) ~ (H3) 成立,则存在 兹 沂 (0,1) 满足

f(xk) - f(x*) 臆 兹 k( f(x0) - f(x*)), 坌k.
即{ fk}R - 线性收敛于 f(x*)。

超线性收敛速度分析需要以下假设条件:
(H4) 算法产生点列{xk} 收敛于 x*,塄2 f(x*)

是一个正定矩阵,且 f(x) 在 N(x*,着0) = {x 椰x -

x*椰 臆 着0} 二阶连续可微。
(H5) 算法中 dk = - B -1

k gk满足
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lim
k寅肄

椰(Bk - 塄2 f(x*)dk)椰
椰dk椰

= 0.

引理4摇 假设条件(H4),(H5) 成立,{xk} 是由

算法产生的无穷迭代点列,则存在 k忆 使得 琢 k = 1,
坌k 逸 k忆。

定理 3摇 假设条件(H3), (H4), (H5) 成立,
{xk} 是由算法产生的无穷迭代点列,则{xk} 超线性

收敛于 x*。

5摇 数值试验

从网站:www. ici. ro / camo / neculai / SCALCG /
testuo. paf 选择了 2 个算例,利用 Matlab7郾 0 编制程

序在 PIII. 933 机器上对本文算法进行数值试验,并
与其单调算法进行比较。

本文的算法记为 SM。 当Ak 取(5)、(6) 及Ak =
0 时对应的算法为 SM(1)、SM(2) 及 SM(0), 算法

SM(1)、SM(2) 及 SM(0) 中取浊 k 以0分别对应其单

调算法,分别记为 MSM(1)、MSM(2) 及 MSM(0)。
当 Bk 以 In 时,记算法为 SGM,算法 SGM 中取 浊 以0

对应其单调算法,记为 MSGM。 当 Bk 分别用 DFP,
BFGS 公式修正时,算法分别记为 DSM、BSM,算法

DSM、BSM 中取 浊 以0 分别对应其单调算法即为文

献[14] 中算法,分别记为 MDSM、MBSM。
算法中取 浊 = 0郾 36,滋 = 0郾 38,籽 = 0郾 5,m = 3,B0

= In,和 軃b 取为变化形式,即
bk = max{0郾 8 (gk+1 - gk) T(xk+1 - xk) /椰xk+1 -

xk椰2,0郾 000 001},

bk = max{2郾 13 (gk+1 - gk) T(xk+1 - xk) /椰xk+1 -
xk椰2,100 000},
算法终止准则采用 椰gk椰 臆10 -3,给出 n = 100,
1 000,10 000,20 000 的计算结果。

例 1摇 f(x) = 移
n

i = 1
n -移

n

j = 1
cosx( )j + i(1 - cosxi) - sinx[ ]i

2,

初始点 x0 = (0郾 2,0郾 2,…,0郾 2) T,fopt = 0。 计算结果

见表 1(其中,“***冶 表示迭代时间大于 300 s 或

者迭代次数超过 3 000 仍未达到停机标准)。

表 1摇 例 1 的数值结果

Table 1摇 Numerical results of example 1

算法 维数 迭代次数 迭代时间(s) 最优值

SM(1) / MSM(1)

100
1 000
10 000
20 000

23 / 20
8 / 8
2 / 2
3 / 2

0郾 040 / 0郾 032
0郾 037 / 0郾 036
0郾 087 / 0郾 082
0郾 267 / 0郾 163

7郾 703 6 伊 10 -6 / 8郾 066 3 伊 10 -6

4郾 331 8 伊 10 -6 / 4郾 877 9 伊 10 -6

1郾 434 5 伊 10 -6 / 1郾 480 7 伊 10 -6

7郾 134 4 伊 10 -7 / 7郾 403 2 伊 10 -7

SM(2) / MSM(2)

100
1 000
10 000
20 000

21 / 18
8 / 8
2 / 2
2 / 2

0郾 020 / 0郾 016
0郾 039 / 0郾 035
0郾 086 / 0郾 081
0郾 172 / 0郾 162

7郾 820 8 伊 10 -6 / 7郾 032 7 伊 10 -6

4郾 372 0 伊 10 -6 / 4郾 813 8 伊 10 -6

1郾 440 6 伊 10 -6 / 1郾 487 3 伊 10 -6

7郾 202 7 伊 10 -7 / 7郾 436 3 伊 10 -7

SM(0) / MSM(0)

100
1 000
10 000
20 000

24 / 21
12 / 11
3 / 3
2 / 2

0郾 024 / 0郾 014
0郾 054 / 0郾 045
0郾 120 / 0郾 113
0郾 163 / 0郾 155

4郾 561 9 伊 10 -6 / 3郾 934 1 伊 10 -6

3郾 213 9 伊 10 -6 / 3郾 329 3 伊 10 -6

1郾 189 0 伊 10 -6 / 1郾 270 2 伊 10 -6

7郾 708 1 伊 10 -7 / 7郾 949 0 伊 10 -7

SGM / MSGM

100
1 000
10 000
20 000

2 136 / 2 114
2 374 / 2 343
687 / 684
314 / 314

1郾 124 / 1郾 050
4郾 720 / 4郾 799

10郾 893 / 11郾 191
10郾 240 / 10郾 581

4郾 604 4 伊 10 -6 / 4郾 600 0 伊 10 -6

1郾 239 0 伊 10 -6 / 1郾 238 1 伊 10 -6

7郾 626 3 伊 10 -7 / 7郾 624 4 伊 10 -7

6郾 082 3 伊 10 -7 / 6郾 082 3 伊 10 -7

DSM / MDSM

100
1 000
10 000
20 000

1 379 / ***
***/***
***/***
***/***

11郾 422 / ***
***/***
***/***
***/***

2郾 1 592 伊 10 -6 / ***
***/***
***/***
***/***

BSM / MBSM

100
1 000
10 000
20 000

107 / 105
36 / 40

***/***
***/***

0郾 821 / 0郾 702
103郾 811 / 116郾 315
***/***
***/***

4郾 423 6 伊 10 -6 / 4郾 308 6 伊 10 -6

3郾 986 0 伊 10 -6 / 3郾 499 7 伊 10 -6

***/***
***/***

摇 摇 例 2摇 f(x) = 移
n

i = 1
f i(x) 2,f i(x) = (3 - 2xi)xi -

xi -1 - 2xi +1 + 1,i = 1,2,…,n初始值 x0 = ( - 1, - 1,
…, - 1) T,fopt = 0。 数值结果见表 2。
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表 2摇 例 2 的数值结果
Table 1摇 Numerical results of example 2

算法 维数 迭代次数 迭代时间(s) 最优值

SM(1) / MSM(1)

100
1 000
10 000
20 000

39 / 48
35 / 37
36 / 38
32 / 40

0郾 147 / 0郾 061
0郾 160 / 0郾 173
1郾 402 / 1郾 505
2郾 580 / 3郾 192

1郾 450 8 伊 10 -8 / 4郾 725 7 伊 10 -9

1郾 614 9 伊 10 -8 / 2郾 463 4 伊 10 -8

7郾 935 7 伊 10 -9 / 1郾 505 4 伊 10 -8

5郾 216 3 伊 10 -9 / 1郾 863 5 伊 10 -8

SM(2) / MSM(2)

100
1 000
10 000
20 000

37 / 44
39 / 52
32 / 50
35 / 55

0郾 047 / 0郾 045
0郾 183 / 0郾 235
1郾 253 / 1郾 967
2郾 773 / 4郾 445

2郾 897 7 伊 10 -9 / 8郾 013 4 伊 10 -9

1郾 791 5 伊 10 -9 / 2郾 803 0 伊 10 -8

1郾 191 8 伊 10 -8 / 9郾 314 7 伊 10 -9

1郾 583 8 伊 10 -8 / 3郾 526 4 伊 10 -11

SM(0) / MSM(0)

100
1 000
1 0000
20 000

46 / 43
35 / 41
36 / 45
33 / 41

0郾 048 / 0郾 062
0郾 183 / 0郾 208
1郾 528 / 1郾 949
2郾 877 / 3郾 688

1郾 661 3 伊 10 -9 / 1郾 585 0 伊 10 -8

1郾 999 9 伊 10 -8 / 1郾 987 8 伊 10 -8

1郾 528 1 伊 10 -8 / 2郾 604 0 伊 10 -8

2郾 395 7 伊 10 -8 / 2郾 243 9 伊 10 -8

SGM / MSGM

100
1 000
10 000
20 000

154 / 140
1368 / 143
1291 / 788
986 / 146

0郾 140 / 0郾 149
2郾 549 / 0郾 269
16郾 103 / 9郾 281
26郾 561 / 3郾 832

3郾 1727 伊 10 -8 / 3郾 129 7 伊 10 -8

3郾 970 7 伊 10 -1 / 3郾 160 6 伊 10 -8

3郾 970 7 伊 10 -1 / 7郾 125 3 伊 10 -1

2郾 325 9e + 000 / 3郾 199 5 伊 10 -8

DSM / MDSM

100
1 000
10 000
20 000

91 / 79
***/***
***/***
***/***

0郾 874 / 0郾 833
***/***
***/***
***/***

4郾 7728 伊 10 -9 / 7郾 794 3 伊 10 -9

***/***
***/***
***/***

BSM / MBSM

100
1 000
10 000
20 000

43 / 33
55 / 39

***/***
***/***

0郾 509 / 0郾 250
170郾 334 / 117郾 095
***/***
***/***

6郾 241 0 伊 10 -9 / 1郾 579 2 伊 10 -8

3郾 970 7 伊 10 -1 / 8郾 695 2 伊 10 -9

***/***
***/***

6摇 结 摇 论

本文基于信赖域技术和修正的拟牛顿方程,结
合 Neng鄄Zhu Gu 非单调策略,设计了新的求解无约

束最优化问题的非单调超记忆梯度算法,分析了算

法的收敛性和收敛速度。 新算法 Bk 用公式(8) 校

正比用 BFGS 公式和 DFP公式校正在计算大型例子

需要更少的存储量、计算量、迭代时间和迭代次数,
目标函数值更接近于最优值,问题规模越大,维数越

高,新算法优势越明显,因此新算法更适合于大规模

问题的计算。 另外,非单调算法的数值表现优于单

调算法。
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