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一圆弧齿形单螺杆式水力机械的啮合原理及应用
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摘要:分析用于单螺杆式水力机械的圆弧齿形成形原理,阐述求共轭齿形曲线的内滚包络法和齿廓法线法,提出圆

弧齿形的定转子断面面积、过流面积的计算方法,用圆弧齿形进行采油用螺杆泵实例设计;同时对该实例进行容积

效率预测。 结果表明:提出的原始齿形曲线的设计方案和数学方程正确可用,圆弧齿形不仅齿形简单且曲率容易控

制,对设计加工制造很有利; 三头采油用圆弧齿形螺杆泵在设计压差下容积效率超过 97% ,能够满足设计要求。
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Abstract: The forming theory of arc tooth profile used in single screw hydraulic machinery was analyzed. The inside rolling en鄄
velope method and the tooth profile normal line method were used to solve the formula of conjugate tooth profile. The flow area
and sectional areas of rotor and stator were analyzed. A prototype screw pump using arc tooth profile was designed. The volu鄄
metric efficiency of the prototype was predicted. The results show that the proposed design scheme and mathematical formulas of
original tooth profile are feasible and correct. The arc tooth profile is very simple and the curvature is easy controlled, it is very
beneficial for the design, processing and manufacturing. For the three heads screw pump with arc tooth profile, its volumetric
efficiency under the designed pressure difference remains to be above 97%, and it can meet the design requirements.
Key words: arc tooth profile; single screw; meshing theory; inside rolling envelope method; curvature; volumetric efficien鄄
cy

摇 摇 单螺杆式水力机械在润滑系统、固液混输、油气

混输、螺杆泵人工举升系统及井下动力螺杆钻具方

面有重要应用[1鄄4]。 在螺杆式水力机械设计中,螺杆

马达与螺杆泵是该系统的核心部件,其定、转子齿形

的设计体现了该型机械的设计水平[5鄄7]。 国外较常

用的断面齿形主要为普通内摆线等距线型[8鄄9],但该

种线型共轭骨线副上不可避免地存在曲率半径为零

的点,螺杆衬套副磨损较快,影响寿命。 中国主要以
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短副内摆线等距线型、短幅外摆线等距线型为主,短
副外摆线等距线型表现出较好的工作性能,但参数

取值范围过小,不适宜多头螺杆机械的设计制

造[10鄄12]。 笔者提出圆弧齿形的定转子断面面积、过
流面积的计算方法,通过内滚包络法和齿廓法线法

分别计算其共轭齿形,并给出设计实例。

1摇 原始齿形曲线

1郾 1摇 两圆的极坐标方程

如图 1 所示,该齿形的原始齿形曲线由两段外

切的圆弧组成,外凸的圆弧称为凸圆,内凹的圆弧称

为凹圆,设螺杆线数为 N,定子线数为 n = N + 1,两
圆心与原点连线的夹角为 仔 / N,即在一个圆周 2仔
中形成N个齿瓣,求得该角度内的原始齿瓣曲线,通
过坐标变换可以得到其余齿瓣曲线。

极坐标用极径和极角来表示点在坐标系中的位

置,由圆的极坐标表达式可知:当圆心极坐标为(籽忆,
兹忆),半径为 R 时,圆在极坐标系中的表达式为

籽2 - 2籽忆cos(兹 - 兹忆)籽 + 籽忆2 = R2 . (1)

图 1摇 圆弧齿形的原始齿形曲线

Fig. 1摇 Original arc tooth profile curve

设凸圆半径为 R1,圆心极坐标(d1,仔 / 2),凹圆

半径 R2,圆心极坐标(d2,仔 / 2 - 仔 / N),带入式(1),
可得到两圆极径为

籽1 = d1sin 兹 + R2
1 - d2

1cos2兹 , (2)

籽2 = d2sin(兹 + 仔 / N) - R2
2 - d2

2cos2(兹 + 仔 / N) .
(3)

1郾 2摇 两圆外切的充要条件

在两圆的极坐标方程中存在 4 个变量:分别为

两圆半径 R1、R2 和两圆圆心到原点的距离 d1、d2。
在已知 R1、d1、d2 后,求在角度 仔 / N内与凸圆相切的

凹圆半径 R2,必须满足两圆外切的充要条件:O1O2

= R1 + R2。
由余弦定理可知:
(R1 + R2) 2 = d2

1 + d2
2 - 2d1d2cos(仔 / N) . (4)

从而

R2 = d2
1 + d2

2 - 2d1d2cos(仔 / N) - R1 . (5)
1郾 3摇 两圆外切时的临界角

当凸圆与凹圆外切时,设切点为 M,OM 与 y 轴

的夹角 兹忆 定义为外切临界角, 此时 蚁OMO1 和

蚁OMO2 互为补角,根据正弦定理有

sin 兹忆
R1

= sin 茁
d1

, (6)

sin(仔 / N - 兹忆)
R2

= sin(仔 - 茁)
d2

. (7)

联立式(6)、(7) 求解:

兹忆 = (arctan
d2R1sin(仔 / N)

d2R1cos(仔 / N) + d1R
)

2
. (8)

临界角是关于 R1、R2、d1、d2、N 的函数,当这些

变量确定时,两圆外切临界角是一个定值。
1郾 4摇 原始齿形曲线方程

根据以上分析可以得到原始齿形曲线方程:

籽1(兹) = d1sin 兹 + R2
1 - d2

1cos2兹 ,
仔 / 2 - 兹忆 臆 兹 臆 仔 / 2 + 兹忆;
籽2(兹) = d2sin(兹 + 仔 / N) -

R2
2 - d2

2cos2(兹 + 仔 / N) ,
仔 / 2 - 2仔 / N + 兹忆 臆 兹 臆 仔 / 2 - 兹

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 忆.

(9)

在复坐标系下的复矢量形式为

籽1·ej兹1,

籽2·ej兹2{ .
(10)

2摇 内滚包络法

平面行星运动可以看做为两个瞬心圆的相对纯

滚动[13鄄15],假设发生线 籽(兹) 做如下行星运动:偏心

距为 E,以 籽(兹) 的包心法导圆NE做动瞬心圆,带着

籽(兹) 沿定瞬心圆 nE 做相对纯滚动,其本质等价于

两个运动的叠加。 图 2 为内滚法原理图。

图 2摇 内滚法原理图

Fig. 2摇 Principle diagram of inside rolling
envelope method

如图 2,籽(兹) 绕 O忆 点自转,自转角为 渍 / n,渍 是

时间和角速度的函数。 同时 O忆 绕定坐标系原点 O
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做半径为E的圆周运动,即 籽(兹) 绕着O做偏心距为

E 的公转,其公转角为 - N渍 / n,二者运动方向相反,
则转子齿形 籽(兹) 的运动方程为

S(兹,渍) = 籽(兹)ej兹·ej 渍n + Ee -jN渍n . (11)
求原始齿形曲线运动方程的意义在于可以得到

原始齿形做行星运动任意时刻的位置,从而由该运

动方程得到齿形做行星运动时的包络区,如果 籽(兹)
为三头圆弧齿形,则其通过运动方程得到的包络区

如图 3 阴影所示,包络区的外包络线即为要求的共

轭齿形曲线。 图 4 为复矢量的平行示意图。

图 3摇 由内滚法生成的包络区

Fig. 3摇 Envelope area using inside rolling method

图 4摇 复矢量的平行

Fig. 4摇 Parallel of complex vector

S(兹,渍) 关于 兹、渍 具有两个偏导数,根据曲线

包络的定义,转子处于某一位置时转子骨线的切向

矢量鄣S
鄣兹 必须与转子上某点在运动时的速度矢量鄣S

鄣渍

平行,即鄣S
鄣渍应沿着定子边界的切向,鄣S鄣兹 椅鄣S

鄣渍是求定

子边界的必要条件。

如图 4,根据复矢量的性质:若有复矢量鄣S
鄣兹 和

鄣S
鄣渍,

鄣S
鄣( )兹

*
定义为鄣S

鄣兹 的共轭复矢量(矢量实部相

等,虚部相反),当作 鄣S
鄣( )兹

*
·鄣S

鄣渍 运算时,如果虚部

系数为 0,则表明 鄣S
鄣( )兹

*
转过了鄣S

鄣渍 的幅角之后矢量

落在了实轴上,即鄣S
鄣兹 椅 鄣S

鄣渍。

鄣S
鄣渍 = j

n 籽(兹)ej 兹 + 渍( )n - jN
n Ee -jN渍n , (12)

鄣S
鄣( )兹

*
= 鄣籽(兹)

鄣兹 e -j 兹 + 渍( )n - j籽(兹)e -j 兹 + 渍( )n , (13)

鄣S
鄣( )兹

*
· 鄣S

鄣( )渍
= j

n·鄣籽(兹)
鄣兹 ·籽(兹) + 1

n 籽2(兹) - E 伊

jN
n ·鄣籽(兹)

鄣兹 e - j(渍 +兹) - E N
n 籽(兹)e - j(渍 +兹) . (14)

设虚部系数为零,同时令

EN 鄣籽(兹)
鄣兹 = A, - EN籽(兹) = B, 鄣籽(兹)

鄣兹 ·籽(兹) = C,

化简得

Acos(渍 + 兹) + Bsin(渍 + 兹) = C. (15)
解方程即可得到共轭齿形曲线转角 渍 和原始齿

形曲线转角 兹 的关系为

渍 = arccos AC 依 B A2 + B2 - C2

A2 + B
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
- 兹. (16)

联立式(10)、(16) 可以得到共轭齿形曲线的复

矢量方程。
基于包络原理的包络法求解过程体现了形成啮

合齿形的根本原理,但求解过程较为复杂。

3摇 齿形法线法求共轭齿形曲线

基于啮合原理的齿形法线法相比包络法较为简

便,更适用于工程实际[16鄄18]。
设坐标系 XPY 为定坐标系,与轮 1 和轮 2 固连

的坐标系 X1O1Y1、X2O2Y2 为动坐标系。 籽 为轮 1 上

的原始齿形曲线,P 为两轮的节点。 如图 5 所示,齿
形 籽 上的接触点 M 的法线通过节点 P,M1 点是齿形

籽 上任一点,过该点作齿形 籽 的法线 M1L1,与轮 1 的

节圆交于 P1 点。 当M1 成为接触点时,P1 点与节圆 P
重合,假设固连在轮1上的动坐标系X1O1Y1 连同齿形

籽 沿逆时针方向转过角度 渍1,设M1 坐标为(x1,y1),酌
为齿形 籽 在 M1 点的切线与 X1 轴的夹角。

图 5摇 齿形法线法原理图

Fig. 5摇 Principle diagram of tooth profile
normal method

两圆在直角坐标系中的参数方程为
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x(兹) = 籽cos 兹,
y(兹) = 籽sin 兹{ .

(17)

由式(17) 可得圆弧齿形切线的斜率为

k = tan 酌 = dy / d兹
dx / d兹 = 籽忆sin 兹 + 籽cos 兹

籽忆cos 兹 - 籽sin 兹. (18)

在 驻O1P1L1 中,
O1L1 = r1sin(酌 + 渍1) . (19)
又已知M1 点的坐标值及齿廓 籽 的斜率,可以求

得法线方程,由点到直线的距离方程可以求得

O1L1 =
x1cot 酌 - y1

1 + cot2酌
. (20)

联立式(18)、(19) 可以得到 渍1 的计算公式:

渍1 = arc sin
x1cot 酌 - y1

r1 1 + cot2
æ

è
ç

ö

ø
÷

酌
- 酌. (21)

这样便确定了 M1 点位置与齿形转角间的关

系。
将接触点坐标(x1,y1) 变换到与轮 2 固连的动

坐标系 X2O2Y2 中,就可求得共轭齿形 S 的表达式。
将 M1 点坐标(x1,y1) 变换到静坐标系 XPY 中,

得到(x,y),由坐标变化的矩阵公式可知:
x
y

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1
=

cos 渍1 - sin 渍1 0
sin 渍1 cos 渍1 - r1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 1

x1

y1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1

. (22)

对(x,y) 应用坐标变换求得其在动坐标系

X2O2Y2 中的表达式,渍2 为轮 2 相对转过的角度,在
螺杆泵中转子的自转与公转方向相反,则令 i12 = -
渍2

渍1
= - N

n ,a = r1 + r2。

x2

y2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1

=

cos( i12渍1) - sin( i12渍1) r2sin( i12渍1)
sin( i12渍1) cos( i12渍1) - r2cos( i12渍1)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 1

x
y

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1
.

(23)
所以轮2的坐标系X2O2Y2 和轮1坐标系X1O1Y1

之间的坐标关系变化如下:
x2
y2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1

=
cos( i12渍1) - sin( i12渍1) r2 sin( i12渍1)
sin( i12渍1) cos( i12渍1) - r2cos( i12渍1)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 1

伊

cos 渍1 - sin 渍1 0
sin 渍1 cos 渍1 - r1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 1

x1
y1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1

=

cos[( i12 + 1)渍1] - sin[( i12 + 1)渍1] asin( i12渍1)
sin[( i12 + 1)渍1] cos[( i12 + 1)渍1] - acos( i12渍1)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú0 0 1

伊

x1

y1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú1

. (24)

得到与 籽 共轭的齿廓方程:
x2 = x1cos[( i12 + 1)渍1] - y1sin[( i12 + 1)渍1] +
asin( i12渍1),
y2 = x1sin[( i12 + 1)渍1] + y1cos[( i12 + 1)渍1] -
acos( i12渍1)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(25)
即

x2 = x1cos(渍1 / n) - y1sin(渍1 / n) -
asin(N渍1 / n),
y2 = x1sin(渍1 / n) + y1cos(渍1 / n) -
acos(N渍1 / n)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(26)

4摇 圆弧齿廓参数分析

4郾 1摇 过流面积计算

转子断面齿形的面积为

Srotor = N(S驻O1OO2
+ SR1

- SR2
) =

(N 1
2 d1d2sin(仔 / N) + 1

2 琢1R2
1 - 1

2 琢2R )2
2 . (27)

由正弦定理可知:

茁 = arcsin d1sin 兹忆
R

æ
è
ç

ö
ø
÷

1

, (28)

琢1 = 茁 + 兹忆, (29)
琢2 = 茁 + 兹忆 - 仔 / N. (30)
联立式(27)、(28)、(29)、(30),可求得转子断

面面积。
在实际求解过程中发现,积分求解定子断面面

积公式非常复杂,没有工程实用价值,研究分析中发

现圆弧共轭齿形的形状主要由凸圆顶点决定,该顶

点初始极坐标为(R1 + d1,仔 / 2),所以在简化求解定

子断面面积时可以近似考虑为凸圆齿形顶点做行星

运动之后形成的外包络。 其复矢量方程为

S(渍) = (R1 + d1)ej 渍n + Ee -jN渍n . (31)
如图 6 所示,设复平面中有复矢量 S(渍),参数

渍 增大 d渍 时,S 有增量 dS,则微分三角形的面积 dA
可由下式求得:

dA = Re jSdS*

( )2
. (32)
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式中,dS* 为 dS 的共轭复矢量。

图 6摇 复矢量法求解面积示意图

Fig. 6摇 Sketch map of solving area using
complex vector method

沿着封闭曲线 C 积分,可得到曲面 C 所围成的

面积 A:

A = 矣
C
dA. (33)

根据以上方法求得定子的近似断面面积为

Sstator = 仔
n [(R1 + d1) 2 - NE2] . (34)

则过流面积为

S = Sstator - Srotor . (35)
4郾 2摇 曲率半径分析

圆弧齿形不仅齿形简单且曲率容易控制。 传统

摆线线型的曲率半径基于很多变量,如导圆半径、滚
圆半径、头数、偏心距及等距圆半径,所以设计摆线

线型时,必须考虑曲线曲率半径取零时各参数的极

限值,这样可以得到圆滑的摆线曲线。 而圆弧线型

因为原始齿形由两段圆弧相切组成,所以曲率半径

分别为圆弧半径 R1、R2,通过调整圆弧半径得到接

触效果很好的原始齿形,这也是摆线线型无法比拟

的优势。

5摇 圆弧齿形螺杆泵设计实例

5郾 1摇 实例的参数设计

设计采油用三头圆弧齿形螺杆泵,流量为 100
m3 / d,输送油液密度为 920 kg·m -3,泵外径为 122
mm,单级增压值设为 0郾 7 MPa,级数为 7 级,偏心距

为 5 mm,凸圆与凹圆半径分别为 30、70 mm,两圆心

距离原点的距离分别为 15、30 mm,同时设容积效率

为 0郾 96,机械效率为 0郾 8,计算得到该泵的定子导程

为 480 mm, 过流面积为 1 122 mm2, 转速为 43郾 4
r / min -1,轴向力和扭矩分别为 10郾 2 kN 和 178 N·
m。
5郾 2摇 容积效率曲线预测

螺杆泵常根据经验公式初步估计泵性能[18],该
公式只与泵的结构参数及定转子的配合间隙有关,
与所采用线型无关,可以用它来进行圆弧齿形螺杆

泵容积效率的预测。

浊 = 1 - K p
籽 nT
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茁 3

. (36)

式中,K为容积损失系数,此处取为2郾 45 伊 10 -6;籽为

油液密度,kg / m3;n 为转速,r / min;T 为定子导程,
m;D 为转子断面直径,m;e 为偏心距,m;A 为与衬套

橡胶层厚度有关的常数,取为 375;L 为衬套有效长

度,取为 3郾 36 m;啄0 为螺杆衬套初始过盈值,取为

0郾 2 mm;E 为衬套用橡胶的弹性模量,取为 6 MPa;茁
为与橡胶弹性模量有关的常数,取为 0郾 83。

图 7 为容积效率预测。 由图 7 可知,泵进出口

压差值由 1 MPa 增大到 3 MPa 时,容积效率接近

100% ,处于高效区,3 MPa 以后容积效率显著降低,
但在设计压差下容积效率依然高于 97% ,说明该设

计能够满足设计要求。

图 7摇 容积效率预测

Fig. 7摇 Prediction of volumetric efficiency

6摇 结束语

应用共轭齿形曲线的内滚包络法和齿廓法线法

得到了其共轭齿形的极坐标方程和直角坐标方程。
圆弧齿形不仅齿形简单且曲率容易控制。 提出的原

始齿形曲线设计方案和数学方程正确可用。 应用圆

弧齿形设计了三头采油用圆弧齿形螺杆泵,凸圆与

凹圆半径分别为 30、70 mm,两圆心到原点的距离分

别为 15、30 mm。 螺杆泵压差由 1 MPa 增大到 3
MPa 时,容积效率接近 100% ,处于高效区,3 MPa 以

后容积效率显著降低,但在设计压差下容积效率仍

然高于 97% ,说明该设计能够满足设计要求。
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